ΜΕΤΡΟ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ  (§2.3)
Ορισμός 
	Μέτρο του μιγαδικού αριθμού z: Λέγεται η απόσταση της εικόνας του από την αρχή των αξόνων και συμβολίζεται με  |z|
Δηλαδή, αν z=x+yi με  εικόνα  το σημείο M(z) θα είναι: 
                                               |z| = (ΟΜ)                                                    
ή                                           
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 Ισχύει  |z|
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0 , για κάθε  z
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 |z|>0 , αν  z
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Ιδιότητες του μέτρου
Αν  z=x+yi 
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 τότε 
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                                         γιατί……………………………………………………..
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   (Βασική ιδιότητα)                        γιατί……………………………………………………..

[image: image15.wmf]·

 
[image: image16.wmf]|z|=|z|

              


            γιατί……………………………………………………..
Αν  z1=x1+y1i   και z2=x2+y2i 
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 τότε 
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 |z1
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z2|  = |z1|
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|z2|     και γενικά    |z1
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z2 
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z2  … 
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z2 |  = |z1|
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|z2|
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 |z2|
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 ... 
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|z2|         (Το   μέτρο του γινομένου μιγαδικών 
                                                                                                                                                                                  ισούται με το γινόμενο των μέτρων τους)  
Aπόδειξη
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 0                                                    (Το   μέτρο του πηλίκου μιγαδικών ισούται με το πηλίκο  των μέτρων τους) 
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|z|ν = |zν|                                                                      (Το   μέτρο της δύναμης μιγαδικoύ ισούται με την δύναμη του μέτρου του)
Άσκηση 1: Βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών  αριθμών: 
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α) 
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β) z  , όταν  (2-i)z-3=(1-i)z+4i                                                           ►Έμμεση εύρεση του μέτρου αφού βρεθεί ο z
Άσκηση 2: Βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών  αριθμών:  
α)  z  , όταν  ισχύει    |z-4i| = 2|z-i|                                   ►Eύρεση του μέτρου με χρήση της ιδιότητας  
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β) 2z+1 ,   όταν    |6z+1| = |4z-1|  
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Άσκηση 3: Να βρεθεί ο μιγαδικός αριθμός z όταν ισχύουν οι ισότητες                          
|z-3| = |z-i| = |z-9i|                                                               
Άσκηση 4: Αν |z+u| = |z-u|  να δειχθεί ότι ο αριθμός 
[image: image34.wmf]zu

 είναι φανταστικός                                                  
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Άσκηση 5:   |u| = 1 
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   , με z
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Άσκηση 6: Να δειχθεί ότι για κάθε z
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ισχύει | z+|z| | + | z-|z| | 
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2|z|
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Άσκηση 7: Να λυθεί η εξίσωση  2z-|z|=1-8i
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Άσκηση 8: Να λυθεί η εξίσωση  
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Άσκηση 9: Αν |z|=|u|=|w| = 1 τότε |z+u+w| = |zu+uw+wz|             ►Συνδυασμός ιδιοτήτων του μέτρου και του συζυγή 
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Άσκηση 10: Να δειχθεί ότι δεν έχει πραγματική ρίζα η εξίσωση
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Άσκηση 11: Αν α , β , γ 
[image: image43.wmf]Î
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 με |α|=|β|=|γ| και α+β+γ=0 
να δείξετε ότι: |α-β|=|β-γ|=|γ-α| 

(Γεωμετρικά: Το τρίγωνο με κορυφές τις εικόνες των α , β , γ είναι ισόπλευρο)
Τριγωνική ανισότητα 
	
[image: image44.wmf]·

Το μέτρο του αθροίσματος δύο μιγαδικών είναι μικρότερο του αθροίσματος των μέτρων τους και μεγαλύτερο της απόλυτης διαφοράς των μέτρων τους
Δηλαδή για τους μιγαδικούς z1 , z2  ισχύει
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Το |z1 + z2| είναι το μέτρο του διανύσματος 
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Το |z1 - z2| είναι το μέτρο του διανύσματος 
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!!! Η διαφορά  z1 - z2 παριστάνεται από το διάνυσμα 
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 και όχι από το 
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όμως το μέτρο της διαφοράς  z1 - z2 είναι ίσο  και με  το |
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Δηλαδή    αν  Μ1 , Μ2 οι εικόνες των z1 , z2   ισχύει

|z1 - z2| = (Μ1Μ2)

[image: image54.wmf]·

  Το μέτρο της διαφοράς δύο μιγαδικών αριθμών είναι ίσο με την απόσταση  των εικόνων τους

	[image: image55.emf]
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Άσκηση 12: Aν |z|
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2 να δειχθεί ότι 3
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|z-4+3i|
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Άσκηση 13: Αν |z+1-2i|=2 να βρεθεί το μέγιστο και το ελάχιστο 

του |z+1+3i| , καθώς και οι αντίστοιχες τιμές του μιγαδικού z
[image: image121.wmf]·

Άσκηση 14: Αν α, β, γ, κ, λ, μ 
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 να αποδειχθεί ότι:
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Μέτρο και γεωμετρικοί τόποι
Αν z=x+yi  μεταβλητός  μιγαδικός και  z1=x1+y1i   , z2=x2+y2i  ,  z0 = α+βi  σταθεροί  μιγαδικοί  με εικόνες   Μ(x,y)  ( μεταβλητό   σημείο)    και  M1(x1,y1)  ,  M2(x2,y2)  , Κ(α,β) σταθερά σημεία αντίστοιχα τότε:
	
[image: image62.wmf]·

Η εξίσωση   |z-z0| = ρ  ,  ρ
[image: image63.wmf]Î
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,  ρ>0  
παριστάνει  κύκλο με κέντρο Κ(z0) και ακτίνα ρ                                         δηλαδή 

[image: image64.wmf]a

Όταν έχουμε  |z - (α+βi)| = ρ , ρ
[image: image65.wmf]Î
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,  ρ>0  τότε ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας Μ(z) είναι o κύκλος  (x-α)2 + (x-β)2 = ρ2
	[image: image66.emf]
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Η εξίσωση   |z| = ρ  ,  ρ
[image: image68.wmf]Î
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,  ρ>0  

παριστάνει  κύκλο με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ                                       δηλαδή 
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Όταν έχουμε  |z | = ρ , ρ
[image: image70.wmf]Î
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,  ρ>0  τότε ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας Μ(z) είναι ο κύκλος x2 + y2 =ρ2
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[image: image72.wmf]·

Η εξίσωση   |z – z1| = |z – z2|

παριστάνει την μεσοκάθετο του ευθυγράμμου τμήματος με άκρα Μ1(z1), Μ1(z1) 
[image: image73.wmf]a

Όταν έχουμε  |z – (x1+y1i )| = |z –( x2+y2i  )|  τότε ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας Μ(z) είναι η μεσοκάθετος του ευθυγράμμου τμήματος  με άκρα τα σημεία M1(x1,y1)   ,  M2(x2,y2) 
Θεωρούμε γνωστούς και τους παρακάτω γεωμετρικούς τόπους:
	[image: image74.emf]
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Η εξίσωση   |z – z1| + |z – z2| = 2α  ,   α>0 , (Μ1Μ2)<2α 

παριστάνει έλλειψη με εστίες τα σημεία Μ1 , Μ2 και σταθερό άθροισμα 2α
Στοιχεία: 2γ=(Μ1Μ2) , β=
[image: image76.wmf]22
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Η εξίσωση   
[image: image79.wmf]12

z-z| - |z-z| 

|

 = 2α  ,   α>0 , (Μ1Μ2)>2α 

παριστάνει υπερβολή με εστίες τα σημεία Μ1 , Μ2 και σταθερή διαφορά  2α Στοιχεία: 2γ=(Μ1Μ2) , β=
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Άσκηση 15: Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(z) όταν:
α) |1 - 4i - z| = 3
β) |z + 2 + 4i| = |z + 4 - 2i| 
γ) |z – 3| + |z + 3| = 10
δ) 
[image: image82.wmf] | z - 5i | - | z + 5i |

= 6


Άσκηση 16: Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(x,y) όταν:
α) |z  - 3+2i| = 2  με  z=2x+(2y-1)i
β) |z -1-2i| = |z - 3+i|  με z=x-3+(y-2)i
Άσκηση 17: Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(z) όταν:
α) |z+2-4i|2 + |z-6i|2 = 12         β) 
[image: image83.wmf]z4
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Άσκηση 18: Αν z=x+yi να βρεθεί η περιοχή των σημείων Μ(z) όταν:

α) |z-3+2i|<2                        β)  |z-6+4i|>4         
γ) 2 < |z-3-2i| < 3                 δ)  |z-4-i| > |z+2-5i|

ε) |z-2-4i|+|z-6-4i| <10        στ)  Re(z)Re(iz) <1 
Άσκηση 19: Αν ο μιγαδικός z  ανήκει σε κύκλο κέντρου Κ(1,0)
 και ακτίνας ρ=2 να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος  των εικόνων 
των μιγαδικών w με  w= 3z-2
Άσκηση 20: Αν για τον μιγαδικό αριθμό z ισχύει |z| = 1, 
να δείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του 
[image: image84.wmf]3z+i
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 είναι κύκλος κέντρου Κ(0.0) και ακτίνας ρ=1
Άσκηση 21: α) Να βρεθεί ο γεωμ. τόπος της εικόνας του  z όταν 
                       |z-2-2i| =
[image: image85.wmf]2


β) Να βρεθεί η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του μέτρου του z
Άσκηση 22: α) Να βρεθεί ο γ.τόπος του  Μ(z) όταν 
                     |2iz - 2- 6i| = 2|z - 5 - 3i| 

β) Να βρεθεί η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του μέτρου του z

Άσκηση 23:  Αν z, w μιγαδικοί έτσι ώστε  |z+2| = 1 και  

|w- 4i| =2, 
α) Να βρεθεί ο γεω. τόπος των εικόνων τους 
β) Η μέγιστη και η ελάχιστη τιμή του  |z-w|
Άσκηση 24  
A.   
[image: image86.wmf]22
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α)Ozείναιπραγματικόςανκαιμόνοναν|z|=z

β)Ozείναιφανταστικόςανκαιμόνοναν|z|=-z
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       (θεωρητική άσκηση)
Β. Αν οι ρίζες της εξίσωσης  
[image: image87.wmf]2
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 είναι συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί να δειχθεί ότι οι 
[image: image88.wmf]α,β

 είναι  πραγματικοί αριθμοί.

Γ. Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς  
[image: image89.wmf]x,y,z

 ισχύουν:    
[image: image90.wmf]222
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     Να δειχθεί ότι ισχύει η ισότητα 
[image: image91.wmf]333

xyz

==


Άσκηση 25
Δίνεται ο μιγαδικός z ≠ 1 και έστω 
[image: image92.wmf]2iz
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α. Να βρεθεί ο μιγαδικός w όταν z=2                              β. Να δείξετε ότι 
[image: image93.wmf]w2

z

wi

-

=

+


γ. Αν η εικόνα του z κινείται στον κύκλο κέντρου (0,0) και ακτίνας 1 και Μ είναι η εικόνα του w στο μιγαδικό επίπεδο, να αποδείξετε ότι το Μ κινείται σε ευθεία, της οποίας να βρείτε την εξίσωση.

δ. Αν ο w είναι πραγματικός, να αποδείξετε ότι η εικόνα του z κινείται σε κύκλο

    από τον οποίο έχει εξαιρεθεί το σημείο Α(1,0)

ε. Για z = 2 να αποδείξετε ότι o w2004 είναι πραγματικός.

Άσκηση 26
Έστω 
[image: image94.wmf]35
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 ,  όπου w = α+βi ,  α, β 
[image: image95.wmf]Î
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α. Να βρεθούν τα  Re(f(w)) και Im( f (w))

β. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(f(w)) στο μιγαδικό επίπεδο

γ. Να βρεθεί το μέτρο |f (w)| όταν Re(w) = 2 Im(w) + 3

δ. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w, όταν η απόσταση του f(w) από την αρχή των αξόνων είναι ίση με 
[image: image96.wmf]25

.
Άσκηση 27

Δίνεται η εξίσωση   x2 – 4x + 13 = 0 (1) 

α. Να λυθεί στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών η εξίσωση (1). 

β. Αν z1, z2 οι ρίζες της εξίσωσης (1), τότε να υπολογιστεί η τιμή της παράστασης    A=
[image: image97.wmf]2
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γ. Αν z1 = 2+3i, τότε να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z για τους οποίους   ισχύει 
[image: image98.wmf]1
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Άσκηση 28

Έστω ο μιγαδικός αριθμός z = x+yi με x,y
[image: image99.wmf]Î
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. 

B1.  Αν ισχύει ότι 2z – i
[image: image100.wmf]z

 = 3, τότε να βρείτε τον μιγαδικό αριθμό z.
B2.  Αν z=2+i, τότε να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών w για τους οποίους  ισχύει ότι  
[image: image101.wmf]2
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B3.  Αν z=2+i και 
[image: image102.wmf]ziz
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, τότε να αποδείξετε ότι: u2010=–1. 

Άσκηση 29

Θεωρούμε την εξίσωση z2–6z+γ=0 με γ
[image: image103.wmf]Î
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, η οποία έχει ρίζες τους μιγαδικούς αριθμούς z1,z2 με Im(z1)>0 και 
|z1|=5
Γ1. Να αποδείξετε ότι γ=25. 

Γ2. Αν γ=25, να βρείτε τις ρίζες της παραπάνω εξίσωσης. 

Γ3. Αν για τον μιγαδικό αριθμό w ισχύει
[image: image104.wmf]12
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, να αποδείξετε ότι w
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Γ4. Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης     (z1–2–3i)8+( z2–4+5i)8
Άσκηση 30
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί z, w, οι οποίοι ικανοποιούν αντίστοιχα τις σχέσεις: 


[image: image106.wmf]zi
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=1+Im(z)  (1)             w(
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B1. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z είναι η παραβολή με εξίσωση  
[image: image109.wmf]2
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B2. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών w είναι ο κύκλος με κέντρο το σημείο Κ(0,3) και ακτίνα ρ=2
[image: image110.wmf]2

. 

B3. Να βρείτε τα σημεία Α και Β του μιγαδικού επιπέδου, τα οποία είναι εικόνες των μιγαδικών αριθμών z, w με z = w. 

B4. Αν Λ είναι η εικόνα του μιγαδικού αριθμού u = – i στο μιγαδικό επίπεδο, τότε να αποδείξετε ότι το   τετράπλευρο με κορυφές τα σημεία Κ, Α, Λ, Β είναι τετράγωνο.
  ► Ισότητες μέτρων  Υψώνουμε στο τετράγωνο  και κά -νουμε χρήση της σχέσης� EMBED Equation.DSMT4  ���   


Πιθανή η αντικατάσταση  z=x+yi





► Όταν έχουμε |z| = α  


Θα βρίσκουμε πρώτα τον � EMBED Equation.DSMT4  ��� με χρήση της σχέσης � EMBED Equation.DSMT4  ���





► Απόδειξη ανισοτήτων Με ύψωση στο τετράγωνο





► Λύση εξίσωσης


Θέτουμε  z= x+yi και αντικα- θιστούμε ….   (Γενικός τρόπος) 





► Χρήση της σχέσης  z=u� EMBED Equation.DSMT4  ���|z| = |u|





►Λύση εξίσωσης 


Με ιδιότητα των μέτρων 


(χωρίς την αντικατάσταση  z=x+yi)








►Εκτός από τις γνωστές μεθόδους χρειάζονται και μερικά  κόλπα





►Φέρουμε την εξίσωση σε μία από τις προηγούμενες μορφές , οπότε έχουμε τον γεωμετρικό τόπο





►Aντικατάσταση  z=x+yi


(Γενικός τρόπος)





►Περιοχές που ορίζονται με ανισώσεις:


� EMBED Equation.DSMT4  ���Ερμηνεύουμε γεωμετρικά την ισότητα  ( γεωμ. τόπος)


� EMBED Equation.DSMT4  ���Κατασκευάζουμε πρόχειρα τον γ. τόπο.


� EMBED Equation.DSMT4  ���Με βάση το σχήμα οριοθετούμε την περιοχή





► Γεωμετρικός  τόπος από σχέση δύο μιγαδικών 


� EMBED Equation.DSMT4  ���Λύνουμε την σχέση ως προς τον μιγαδικό εκείνον  που έχει γνωστό γεωμ. τόπο


 � EMBED Equation.DSMT4  ��� Αντικαθιστούμε στην ισότητα του γνωστού γεωμετρικού τόπου και βρίσκουμε τον ζητούμενο γεωμ. τόπο





►max|z|, min|z| σε γεωμετρικό τόπο


� EMBED Equation.DSMT4  ���Το ελάχιστο και το μέγιστο μέτρο το έχουμε για τα σημεία της γραμμής με την μικρότερη και την μεγαλύτερη αντίστοιχα απόσταση από την αρχή των αξόνων


(Κάνουμε πρόχειρο σχήμα)








►max|z-w|, min|z-w| σε γεωμετρικό τόπο


� EMBED Equation.DSMT4  ���Το ελάχιστο και το μέγιστο μέτρο το έχουμε για τα σημεία των δύο γραμμών με την μικρότερη και την μεγαλύτερη  μεταξύ τους απόσταση  (πρόχειρο σχήμα)


(Κάνουμε πρόχειρο σχήμα)








►  Μέγιστο και ελάχιστο μέτρο


Κάνουμε χρήση της τριγωνικής ανισότητας


με αυξομείωση των μελών της ώστε να προκύψει σταθερός αριθμός (ελάχιστο και μέγιστο) 





► Χρήση της τριγωνικής ανισότητας για απόδειξη ανισοτικής σχέσης πραγματικών 


 Θεωρούμε κατάλληλους μιγαδικούς …








► Αφού βρούμε τον γεωμετρικό τόπο του z=κ+λi ,  με αντικατάσταση βρίσκουμε τον  γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ(x,y)





►Έμμεση εύρεση του μέτρου (με αντικατά-


σταση) και χρήση της ιδιότητας � EMBED Equation.DSMT4  ���





►Άμεση εύρεση του μέτρου με ιδιότητες
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