ΜΕΡΟΣ 1ο   (ΑΛΓΕΒΡΑ)
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο   (ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ)

Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ-ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ  (§2.1 , §2.2)

Ορισμοί
Οι μιγαδικοί αριθμοί δημιουργήθηκαν από την ανάγκη επίλυσης μιας εξίσωσης 2ου βαθμού αx2+βx+γ=0 , α
[image: image1.wmf]¹

0 που  η διακρίνουσά της Δ = β2- 4αγ είναι αρνητική, οπότε η εξί​σωση δεν έχει λύση στο σύνολο 
[image: image2.wmf]¡

των πραγματικών αριθμών. Και αυτό συμβαίνει γιατί δεν υπάρχει πραγματικός αριθμός του οποίου η άρτια δύναμη να είναι αρνητικός αριθμός.

Δεχόμαστε λοιπόν ότι υπάρχει ένα  στοιχείο που το συμβολίζουμε (διεθνώς) με το γράμμα  i τέτοιο ώστε να ισχύει  i2 = -1.
To  i  ονομάζεται φανταστική μονάδα.
Με βάση τώρα την φανταστική μονάδα  i κατασκευάζουμε τα εξής σύνολα:


[image: image3.wmf]·

Το σύνολο των φανταστικών αριθμών (συμβολισμός Ι): Είναι το σύνολο των στοιχείων που έχουν τη μορφή 
βi , με β
[image: image4.wmf]Î
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. Τα στοιχεία του Ι λέγονται φανταστικοί αριθμοί.
I = {z / z = βi , με  β
[image: image5.wmf]Î
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, β
[image: image6.wmf]¹
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Παράδειγμα:

[image: image7.wmf]·

Το σύνολο των μιγαδικών αριθμών (συμβολισμός 
[image: image8.wmf]£

): Είναι το σύνολο των στοιχείων που έχουν τη μορφή α+βi , με α , β
[image: image9.wmf]Î
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. Τα στοιχεία του 
[image: image10.wmf]£

 λέγονται μιγαδικοί αριθμοί.

[image: image11.wmf]£

 = {z / z = α+βi , με α , β
[image: image12.wmf]Î
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}
Για κάθε μιγαδικό z = α+βi ονομάζουμε:

[image: image13.wmf]a

Πραγματικό μέρος του z , τον πραγματικό αριθμό α  και το συμβολίζουμε  Re(z) 
α = Re(z)

[image: image14.wmf]a

Φανταστικό μέρος του z , τον πραγματικό αριθμό β  και το συμβολίζουμε  Im(z)
β = Im(z)
Παράδειγμα: 
	Παρατηρήσεις: Από τον τρόπο που ορίζεται το 
[image: image15.wmf]£

 προκύπτει:

[image: image16.wmf]a

 Το 
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περιέχει το  
[image: image18.wmf]¡

, άρα είναι ένα υπερσύνολο του 
[image: image19.wmf]¡

 (
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£¡

 ) (σχήμα)

[image: image21.wmf]a

 Το 
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 περιέχει το  Ι , άρα είναι ένα υπερσύνολο του  Ι  (
[image: image23.wmf]ÊI

£

 )


[image: image24.wmf]a

 Το 
[image: image25.wmf]£

 περιέχει την φανταστική μονάδα  i  

[image: image26.wmf]a

 Οι γνωστές πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού του 
[image: image27.wmf]¡

 επεκτείνονται και ισχύουν και στο 
[image: image28.wmf]£

 με τις ίδιες ιδιότητες

[image: image29.wmf]a

 Το 0 και το 1 είναι αντιστοίχως τα ουδέτερα στοιχεία της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού στο 
[image: image30.wmf]£



[image: image31.wmf]a

 Το 0 είναι το απορροφητικό στοιχείο του πολ/μού:   0
[image: image32.wmf]×

z = 0 , με  z
[image: image33.wmf]Î
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	[image: image34.emf] 
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Γεωμετρική παράσταση μιγαδικών

	Σε κάθε μιγαδικό αριθμό z = α+βi μπορούμε να αντιστοιχίσουμε το μοναδικό σημείο Μ(α,β) ενός καρτεσιανού επιπέδου και αντίστροφα.

[image: image35.wmf]a

 Το σημείο Μ(α,β) λέγεται εικόνα του z = α+βi

[image: image36.wmf]a

 Το επίπεδο που τα σημεία του είναι οι εικόνες όλων των μιγαδικών αριθμών του συνόλου 
[image: image37.wmf]£

 λέγεται μιγαδικό επίπεδο

[image: image38.wmf]a

 Ο μιγαδικός z = α+βi παριστάνεται και με το διάνυσμα 
[image: image39.wmf]uuuur
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[image: image40.wmf]a

 Ο χ΄χ είναι ο πραγματικός άξονας και είναι η εικόνα των πραγματικών αριθμών 
      Ο y΄y είναι ο φανταστικός άξονας και είναι η εικόνα των φανταστικών αριθμών
	[image: image41.emf]
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Παράδειγμα:  Να συμπληρωθεί ο πίνακας                                                                                                                                         
	Μορφή του z
	z = α = α+0i
	z = βi = 0+βi
	z = x+xi
	z = x-xi

	O  z  ανήκει
	
	
	
	


H ισότητα στο 
[image: image42.wmf]£


Δύο μιγαδικοί αριθμοί είναι ίσοι αν και μόνον αν έχουν ίσα τα πραγματικά  και τα φανταστικά τους μέρη
Δηλαδή:                                         α + βi = γ + δi 
[image: image43.wmf]Û

α = γ  και  β = δ
Προκύπτει:                                        α + βi = 0 
[image: image44.wmf]Û

 α = 0 και  β = 0

Άσκηση 1:  Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς x  για τους οποίους ισχύει 
                   
[image: image45.wmf]22
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Πράξεις με μιγαδικούς
Οι πράξεις των μιγαδικών ορίζονται ως εξής:                                                             Γεωμετρική παράσταση πράξεων
	
[image: image46.wmf]·

Πρόσθεση:           (α+βi) + (γ+δi) = (α+γ) + (β+δ)i 
                   (σχ. 1)
Δηλ. προσθέτουμε χωριστά τα πραγματικά και χωριστά τα φανταστικά μέρη 

[image: image47.wmf]·

Αφαίρεση:           (α+βi)  - (γ+δi) = (α -γ) + (β -δ)i                           (σχ. 2)
Δηλ. αφαιρούμε χωριστά τα πραγματικά και χωριστά τα φανταστικά μέρη 


[image: image48.wmf]·

Πολλαπλασιασμός:  (α+βi)
[image: image49.wmf]×

(γ+δi) = (αγ -βδ) + (αδ +βγ)i
Δηλ. για να βρούμε  το γινόμενο εφαρμόζουμε την επιμεριστική ιδιότητα και 
φέρνουμε το αποτέλεσμα στην μορφή α+βi 
Άσκηση 2:      Να γίνουν οι πράξεις:     (i-α)(1-αi)-(α+i)(1+αi)
Διαίρεση:                       
[image: image50.wmf]2222
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Σχόλιο: Για να πάρουμε το πηλίκο στην μορφή x+yi πολλαπλασιάζουμε τους όρους του 
[image: image51.wmf]i

i

a+b

g+d

 με την παράσταση  γ-δi  (συζυγής του παρονομαστή)

Γενικά  ο μιγαδικός  x-yi λέγεται συζυγής  του μιγαδικού x+yi και ισχύει

                                  ( x+yi )( x-yi ) = x2 + y2
Άσκηση 3:          Να γράψετε τον μιγαδικό 
[image: image52.wmf]6i2
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 στην μορφή  α+βi
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Δύναμη:           zν =
[image: image54.wmf]έ
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                           z0 = 1  με  z
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0  ,         z – ν = 
[image: image57.wmf]1
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Σχόλιο: Η δύναμη στο 
[image: image58.wmf]£

 ορίζεται όπως στο 
[image: image59.wmf]¡

 και έχει τις ίδιες ιδιότητες 
Άσκηση 4:    Nα βρείτε το εξαγόμενο  
[image: image60.wmf]33
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[image: image61.wmf]·

Πως βρίσκουμε τις δυνάμεις του i:


[image: image62.wmf]a

Οι αρχικές (μικρές) δυνάμεις  είναι:

[image: image63.wmf]a

Για δυνάμεις με εκθέτη ν
[image: image64.wmf]³

4 εκτελούμε την διαίρεση ν:4  οπότε βρίσκουμε  ν=4ρ+υ  με  υ = 0 , 1 , 2 , 3 . Τότε έχουμε:

	[image: image65.emf]
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	Η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος των μιγαδικών  z1=α+βi και z2=γ+δi είναι το άθροισμα των διανυσματικών ακτίνων τους


	
	[image: image66.emf]
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	Η διανυσματική ακτίνα της διαφοράς των μιγαδικών  z1=α+βi και z2=γ+δi είναι η διαφορά των διανυσματικών ακτίνων τους

	
	


Άσκηση 5: Να υπολογισθεί η παράσταση    i6+i16+i26+i36+i46+i56
Παρατηρήσεις
Επειδή -1= i2 , είναι δυνατή στο 
[image: image67.wmf]£

 η παραγοντοποίηση παραστάσεων όπως οι παρακάτω:


[image: image68.wmf]a

  z2 + α2  = 


[image: image69.wmf]a

  z3 + α3i =


[image: image70.wmf]a

  z3 – α3i =

καθώς και η εφαρμογή τεχνασμάτων όπως: α+βi = 1α+βi = -i2α+βi = i(β-αi)    
Συζυγείς μιγαδικοί  
	
[image: image71.wmf]·

Συζυγής του μιγαδικού αριθμού z  = α + βi: λέγεται ο μιγαδικός αριθμός που έχει με τον z το ίδιο πραγματικό μέρος και αντίθετο φανταστικό μέρος. Συμβολισμός  
[image: image72.wmf]z


δηλ. είναι ο                                      
[image: image73.wmf]z

= α – βi                                                                       Έχουμε εξ ορισμού:              

[image: image74.wmf]a


[image: image75.wmf]α+βi

 = α – βi   ,           
[image: image76.wmf]a


[image: image77.wmf]α=α

 , αν  α 
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    ,        
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[image: image80.wmf]ii

=-

    ,        
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[image: image82.wmf]βi

= -βi 
Σημαντική ιδιότητα:               
                             (α+βi)
[image: image83.wmf](

α+βi)

 = (α+βi)(α-βi) = α2 + β2                                   Δηλαδή:                                   
Το γινόμενο δύο συζυγών μιγαδικών είναι πραγματικός


[image: image84.wmf]a


[image: image85.wmf]zz
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 = (Re(z))2 + (Im(z))2

[image: image86.wmf]a

Ο συζυγής του συζυγούς του z  είναι ο ίδιος ο z :      
[image: image87.wmf](z)

= z

[image: image88.wmf]a

 Οι εικόνες δύο συζυγών μιγαδικών είναι συμμετρικές ως προς τον  χ΄χ
	[image: image89.emf]
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Άσκηση 6: Αν  z = 2- i  και   w =  -1+2i  να βρεθεί η τιμή της παράστασης  
[image: image90.wmf]zzww1i
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Ιδιότητες συζυγών μιγαδικών
Aν z  = α + βi  τότε


[image: image91.wmf]·


[image: image92.wmf]z+z=2

α

   ή    
[image: image93.wmf]z+z=2Re(z)

                                   (Το άθροισμα  δύο συζυγών μιγαδικών είναι πραγματικός)     
Απόδειξη:                                                       

[image: image94.wmf]·


[image: image95.wmf]-

zz=2
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[image: image96.wmf]-×

zz=2

Ιm(z)i

                                    (Η διαφορά  δύο συζυγών μιγαδικών είναι φανταστικός)     

Απόδειξη                                                        
Αν z1  = α + βi  και  z2  = γ + δi  τότε


[image: image97.wmf]·



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image98.wmf]1212

z+z=z+z

  και γενικά  
[image: image99.wmf]...z...
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    (Ο συζυγής του αθροίσματος μιγαδικών 
  Απόδειξη                                                                                                                     ισούται με το άθροισμα των συζυγών)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image101.wmf]-
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z- z=zz

                           (Ο συζυγής της διαφοράς δύο μιγαδικών ισούται με την διαφορά των συζυγών)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image103.wmf]××
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z z=zz

 και γενικά  
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  (Ο συζυγής του γινομένου μιγαδικών ισούται Απόδειξη                                                                                             με το γινόμενο  των συζυγών)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image106.wmf]1
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                                       (Ο συζυγής του πηλίκου δύο μιγαδικών ισούται με το πηλίκο των συζυγών)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image108.wmf](
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                                  (Ο συζυγής της δύναμης ενός μιγαδικού ισούται με την δύναμη του συζυγούς)
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[image: image110.wmf]α)Ozείναιπραγματικόςανκαιμόνονανz=z
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Απόδειξη
Άσκηση 7:  Αν z 
[image: image111.wmf]Î
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 να δειχθεί ότι ο αριθμός    
[image: image112.wmf](

)

2

2

1

zzzz

w

zz

+--

=

+

  είναι πραγματικός
Εξισώσεις και συστήματα στο  
[image: image113.wmf]£



[image: image114.wmf]·

 Η εξίσωση 1ου βαθμού με άγνωστο το z:        Λύνεται όπως και η αντίστοιχη εξίσωση στο 
[image: image115.wmf]¡


Παράδειγμα :  Να λυθεί η εξίσωση  2(z + i)+3(iz-1) = 0  

[image: image116.wmf]·

  x2 = -1 
[image: image117.wmf]Û

x=i   ή   x=-i   
Απόδειξη:

[image: image118.wmf]·

  x2 = -κ
[image: image119.wmf]Û

 
[image: image120.wmf]xi
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 , κ>0: 
Απόδειξη:

Παραδείγματα :      x2 + 4 =0                                                                 
                                x2 = -ημ2θ                                                                    

[image: image159.wmf]£


[image: image122.wmf]·

 Τετραγωνική ρίζα μιγαδικού w: (Nα λυθεί η εξίσωση  z 2 = w,  w
[image: image123.wmf]Î

£

):   
Άσκηση 8 : Να  λυθεί η εξίσωση   z2 = -3+4i

[image: image124.wmf]a

Ισχύει ότι:   Η  εξίσωση  z 2 = w  , w
[image: image125.wmf]Î

£

  έχει  2  αντίθετες ρίζες

[image: image126.wmf]·

 Η εξίσωση 2ου βαθμού αz2+βz+γ=0  , α
[image: image127.wmf]¹

0  με α , β ,γ 
[image: image128.wmf]Î
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:  Βρίσκουμε την διακρίνουσα Δ=β2 – 4αγ  οπότε:

[image: image129.wmf]a

Αν Δ
[image: image130.wmf]³

0 η εξίσωση λύνεται όπως στο 
[image: image131.wmf]¡



[image: image132.wmf]a

Αν Δ<0 η εξίσωση  η εξίσωση έχει δύο συζυγείς μιγαδικές ρίζες που είναι  
[image: image133.wmf]1,2
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Απόδειξη

Άσκηση 9:  Nα λυθεί η εξίσωση  z2 - 3z + 4 = 0
Σχόλιο: Αν z1 , z2 oι ρίζες της εξίσωσης  αz2+βz+γ =0  ισχύουν και στο 
[image: image134.wmf]£

:

[image: image135.wmf]a

 οι γνωστοί τύποι του Vieta:                 z1+z2=
[image: image136.wmf]β
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                 ,                 z1z2=
[image: image137.wmf]γ
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[image: image138.wmf]a

 Ο μετασχηματισμός του τριωνύμου σε γινόμενο:         αz2+βz+γ = α(z-z1)(z-z2)  
Άσκηση 10:  Να βρεθεί ο λ 
[image: image139.wmf]Î
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, ώστε η εξίσωση (λ-2)z2 – 3(λ-1)z+3λ=0 να έχει ρίζα τον μιγαδικό  w=2+i

[image: image140.wmf]·

 Η εξίσωση 2ου βαθμού αz2+βz+γ=0  , α
[image: image141.wmf]¹

0  με α , β ,γ 
[image: image142.wmf]Î

£

:      
Θέτουμε   z = x+yi στην ισότητα  και βρίσκουμε τα  x , y    (Γενική μέθοδος) 

[image: image143.wmf]·

 Η εξίσωση περιέχει τον z  και τον 
[image: image144.wmf]z

: Θέτουμε  z = x+yi στην ισότητα  και βρίσκουμε τα  x,y (Γενική μέθοδος) 

Άσκηση 11:   Nα λυθεί η εξίσωση  (1+i)2z+5 = 
[image: image145.wmf]z

+4i

[image: image146.wmf]·

Εξίσωση  ανωτέρου του 2ου βαθμού:   ανzν+ αν-1zν-1+ αν-2zν-2+ … + α1z+α0=0  ,  αν
[image: image147.wmf]¹

0 και α0, α1, α2,… ,αν 
[image: image148.wmf]Î
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 Η εξίσωση λύνεται αναλύοντας το  10 μέλος σε γινόμενο πρωτοβαθμίων και δευτεροβαθμίων παραγόντων
Άσκηση 12:  Nα λυθούν οι εξισώσεις   α) z6= 1   και    β) z6= -1   
Παρατήρηση:  Οι παραπάνω εξισώσεις είναι πολυωνυμικές 6ου βαθμού και έχουν 6 ρίζες                           
Γενικά:                                                                   
Μία πολυωνυμική εξίσωση στο 
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, ν-οστού βαθμού, έχει ν ακριβώς ρίζες   (όχι κατ’ ανάγκη διαφορετικές)

[image: image150.wmf]·

 Συστήματα 1ου  βαθμού: Λύνονται με τις γνωστές μεθόδους
Άσκηση 13: Να λυθεί το σύστημα  
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Σημαντική παρατήρηση:

Στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών δεν ορίζεται η διάταξη
Δηλαδή ανισώσεις της μορφής   z>w   ή   z<w  δεν έχουν νόημα στους μιγαδικούς

[image: image152.wmf]a

Διάταξη υπάρχει μόνο για τα μέτρα  μιγαδικών αριθμών  π.χ. |z| > |w|  ή  |z| < |w|                   (όπως θα δούμε στην §2.3)
Άσκηση 14:
Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z = x + yi, όπου x, y πραγματικοί αριθμοί και 
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   με z ≠ i . 

Να αποδείξετε ότι : 

α. 
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β. αν ο w είναι πραγματικός αριθμός, τότε η εικόνα του z ανήκει σε κύκλο κέντρου Ο(0 , 0) και ακτίνας ρ1 = 1 και 

γ. αν ο z είναι πραγματικός αριθμός, τότε η εικόνα του w ανήκει σε κύκλο κέντρου Ο(0 , 0) και ακτίνας ρ2 = 1 . 
Άσκηση 15:
Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z = x + yi, όπου x, y  πραγματικοί αριθμοί, για τους οποίους υπάρχει α
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 ώστε  να ισχύει:  
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Να αποδείξετε ότι:
α. αν Im(z) = 0, τότε α = 1.

β. αν α = 0, τότε z2 + 1 = 0.

γ. για τον πραγματικό αριθμό α ισχύει: 0 ≤ α ≤ 1 .

δ. οι εικόνες Μ των μιγαδικών αυτών αριθμών z στο μιγαδικό επίπεδο ανήκουν σε κύκλο, του οποίου να

    βρείτε το κέντρο και την ακτίνα.
Άσκηση 16:
Δίνεται η εξίσωση 3z2 + λz + μ = 0,    όπου λ, μ είναι πραγματικοί αριθμοί. 

Α. Αν ο αριθμός z1 = 1 + i είναι ρίζα της εξίσωσης, να αποδείξετε ότι λ = –6, μ = 6 και να βρείτε τη δεύτερη ρίζα   z2 της εξίσωσης.
Β. Να αποδείξετε ότι: 

     α. 
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     β.  
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Γενική μέθοδος 


επίλυσης εξίσωσης στο � EMBED Equation.DSMT4  ���


► Θέτουμε   στην ισότητα  


z = x+yi  και μετά από πράξεις  κ.λ.π.  βρίσκουμε τα  x , y 
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