ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Το όριο της συνάρτησης   είναι κεντρική και θεμελιώδης έννοια της Ανάλυσης  και γεννήθηκε στην προσπάθεια να απαντηθούν ερωτήματα για την στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού, την εφαπτομένη μιας καμπύλης , το εμβαδό μιας επιφάνειας , τον  όγκο ενός στερεού , την ταλάντωση μιας χορδής κ.τ.λ.

Το όριο μιας συνάρτησης f αναφέρεται στην συμπεριφορά των τιμών f(x) της συνάρτησης στις περιπτώσεις που: 
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 το x  παίρνει τιμές «όσο θέλουμε κοντά » σε έναν πραγματικό αριθμό x0 (
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 το x παίρνει τιμές  «όσο θέλουμε μεγάλες» (
[image: image4.wmf]x

®+¥

)    και 
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 το x παίρνει τιμές «όσο θέλουμε  μικρές»  (
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ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ x0 
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(§1.4 - §1.6)

Διαισθητική προσέγγιση της έννοιας του πεπερασμένου ορίου στο x0
Στα επόμενα ο όρος «τείνει στο x0» θα σημαίνει «πλησιάζει όσο κοντά θέλουμε χωρίς να γίνεται ίσο με x0»               

Προσεγγίζουμε  την έννοια του πεπερασμένου ορίου μέσω της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης 
	Α. Όταν, καθώς το x τείνει στο x​0, οι τιμές f(x) τείνουν αντίστοιχα σε έναν πραγματικό αριθμό
[image: image8.wmf]l

,       γράφουμε                                                                
    
[image: image9.wmf]·



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image10.wmf]®

=

0

xx

limf(x)

l

    και διαβάζουμε     “το όριο της f(x) όταν x τείνει στο x0 είναι 
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”
Η συμπεριφορά αυτή των τιμών της f φαίνεται στα παρακάτω σχήματα   
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	Το x0 ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης και το 
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είναι ίσο με το  f(x​0)
	Το x0 ανήκει στο πεδίο ορισμού της f  και το 
[image: image16.wmf]l

είναι διαφορετικό από το f(x​0)
	Το x0  δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης


	Β. Όταν, καθώς το x τείνει στο x​0 από αριστερά (x<x0), οι τιμές  f(x) τείνουν σε έναν πραγματικό αριθμό 
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  , 
     ενώ όταν, καθώς το x τείνει στο x​0 από δεξιά (x>x0) , οι τιμές  f(x) τείνουν σε έναν πραγματικό αριθμό 
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 , 
γράφουμε συμβολικά και διαβάζουμε:


[image: image19.wmf]·



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image20.wmf]-

®

=

0

1

xx

limf(x)

l

                  « το αριστερό όριο της f στο x0 είναι 
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                 «το δεξιό όριο της f στο x0 είναι 
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»
Το αριστερό όριο και το δεξιό όριο f στο x0 λέγονται  πλευρικά όρια της f στο x0
Η συμπεριφορά αυτή των τιμών της f φαίνεται στα παρακάτω σχήματα   
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[Εισαγωγήκειμένουεδώ.]
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[Εισαγωγήκειμένουεδώ.]
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	Τα πλευρικά όρια στο x0​ είναι διαφορετικά και ένα από αυτά ισούται με το f(x0) 
	Τα πλευρικά όρια στο x0​ είναι διαφορετικά και διάφορα από το f(x0)
	Τα πλευρικά όρια στο x0​ είναι ίσα μεταξύ τους αλλά διάφορα από το f(x0)
	Τα πλευρικά όρια στο x0​ είναι ίσα και η f δεν ορίζεται στο x0

	
	
	Υπάρχει το όριο της f στο x0 και είναι ίσο με  
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Σχέση ορίου και πλευρικών ορίων

Αν 
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 τότε 
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   ( και αντιστρόφως)
Δηλαδή: Αν υπάρχουν τα πλευρικά όρια της f στο x0  και είναι ίσα, τότε υπάρχει και το όριο της f στο x0
(και αντιστρόφως)
Άσκηση 1:   Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image36.wmf]2
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α) Να απλοποιηθεί ο τύπος και να γίνει η γραφική παράσταση κατά προσέγγιση
β) Ποιο είναι το 
[image: image37.wmf]x1

limf(x)

®

; Συγκρίνετέ το με το f(1)
γ) Εξετάστε αν υπάρχουν τιμές f(x) που ανήκουν στο διάστημα (3-ε , 3+ε)
    όπου ε>0 (οσοδήποτε μικρός). Ποιο το συμπέρασμά σας;
Ο ορισμός του πεπερασμένου ορίου στο x0 
[image: image38.wmf]Î
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        (ΕΚΤΟΣ ΥΛΗΣ)
Έστω f συνάρτηση  ορισμένη στο σύνολο Α=(α , x0)
[image: image39.wmf]È

(x0 , β)
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Διαισθητική προσέγγιση της έννοιας του ΜΗ πεπερασμένου ορίου στο x0
Στα επόμενα ο όρος «τείνει στο 
[image: image41.wmf]+¥

»  θα σημαίνει «αυξάνει απεριόριστα»   

               και ο όρος  «τείνει στο 
[image: image42.wmf]-¥

» θα σημαίνει «μειώνεται απεριόριστα»   

Προσεγγίζουμε  την έννοια του ΜΗ πεπερασμένου ορίου μέσω της γραφικής παράστασης  της συνάρτησης 

	Α. α) Όταν, καθώς το x τείνει στο x​0 , οι τιμές  f(x) τείνουν αντίστοιχα στο 
[image: image43.wmf]+¥

,                                     γράφουμε
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image45.wmf]®
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            και διαβάζουμε     “το όριο της f(x) όταν x τείνει στο x0 είναι 
[image: image46.wmf]+¥

”
   β) Όταν, καθώς το x τείνει στο x​0 , οι τιμές  f(x) τείνουν αντίστοιχα στο 
[image: image47.wmf]-¥

                                         γράφουμε
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image49.wmf]®
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           και διαβάζουμε      “το όριο της f(x) όταν x τείνει στο x0 είναι 
[image: image50.wmf]-¥

”   
Η συμπεριφορά αυτή των τιμών της f φαίνεται στα παρακάτω σχήματα               

	[image: image51.emf][functions]y1=1/abs(x-2)[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=1000[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.
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άτιτλο-p1

[functions]y1=-1/abs(x-2)[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=1000[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a= 2.0000
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άτιτλο-p1

[functions]y1=-1/abs(x-2)[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=1000[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a= 2.0000



b= 3.0000
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	Το x0 ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης
	Το x0  δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης
	Το x0 ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης
	Το x0  δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης


	Β.α) Όταν, καθώς το x τείνει στο x​0 από αριστερά (x<x0), οι τιμές  f(x) τείνουν στο  
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,                         γράφουμε
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       και διαβάζουμε      « το αριστερό όριο της f στο x0 είναι
[image: image58.wmf]+¥

» 

        ενώ όταν, καθώς το x τείνει στο x​0 από δεξιά (x>x0) , οι τιμές  f(x) τείνουν στο  
[image: image59.wmf]-¥

 ,                        γράφουμε
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      και διαβάζουμε      «το δεξιό όριο της f στο x0 είναι
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»
   β) Όταν, καθώς το x τείνει στο x​0 από αριστερά (x<x0), οι τιμές  f(x) τείνουν στο  
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 ,                         γράφουμε
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       και διαβάζουμε       « το αριστερό όριο της f στο x0 είναι
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»    
       ενώ όταν το x τείνει στο x​0 από δεξιά (x>x0) , οι τιμές  f(x) τείνουν στο  
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 ,                                     γράφουμε  
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                 «το δεξιό όριο της f στο x0 είναι
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άτιτλο-p1
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[functions]y1=-1/abs(x-2)[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=1000[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a= 2.0000
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	Τα πλευρικά όρια στο x0​ δεν είναι ίδια και υπάρχει  το f(x0) 
	Τα πλευρικά όρια στο x0​ δεν είναι ίδια και δεν υπάρχει f(x0)
	Τα πλευρικά όρια στο x0​ είναι ίδια  και υπάρχει το f(x0)
	Τα πλευρικά όρια στο x0​ είναι ίδια και η f δεν ορίζεται στο x0

	
	
	Υπάρχει το όριο της f στο x0 και είναι 
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 ή  
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Σχέση ορίου και πλευρικών ορίων

Ισχύουν:   
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  Αν 
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 Αν 
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 τότε 
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   ( και αντιστρόφως)

Δηλαδή: Αν υπάρχουν τα πλευρικά όρια της f και είναι ίσα, τότε υπάρχει και το όριο της f (και αντιστρόφως)
Άσκηση 2:   Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image87.wmf]1
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α) Να γίνει η γραφική παράσταση κατά προσέγγιση
β) Ποιο είναι το 
[image: image88.wmf]x2

limf(x)

+
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;  Ποιο είναι το 
[image: image89.wmf]x2

limf(x)
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;
γ) Εξετάστε αν υπάρχουν τιμές f(x) που ανήκουν στο διάστημα (Μ , 
[image: image90.wmf]+¥

)
    όπου Μ>0 (οσοδήποτε μεγάλος). Ποιο το συμπέρασμά σας;
δ) Εξετάστε αν υπάρχουν τιμές f(x) που ανήκουν στο διάστημα (
[image: image91.wmf]-¥

,-Μ)
    όπου Μ>0 (οσοδήποτε μεγάλος). Ποιο το συμπέρασμά σας;
Ο ορισμός του  ΜΗ πεπερασμένου ορίου στο x0 
[image: image92.wmf]Î

¡

        (ΕΚΤΟΣ ΥΛΗΣ)

Έστω f συνάρτηση  ορισμένη στο σύνολο Α=(α , x0)
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Σημαντικές παρατηρήσεις :


[image: image98.wmf]a

Για να έχει νόημα  η αναζήτηση του ορίου της f στο x0 
[image: image99.wmf]Î
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 πρέπει η f να ορίζεται όσο κοντά θέλουμε στο x0
δηλαδή σε ένα σύνολο της μορφής (α , x0)
[image: image100.wmf]È

(x0 , β)  ή   (α , x0)  ή   (x0 , β)

[image: image101.wmf]a

Στην αναζήτηση του 
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 δεν είναι απαραίτητο το x0 να ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης

[image: image103.wmf]a

Σε περίπτωση που ορίζεται στο (α , x0) το αριστερό όριο της f  το ταυτίζουμε με το όριο της f ( αν υπάρχει)


[image: image104.wmf]-

®

0

xx

limf(x)

=
[image: image105.wmf]®

0

xx

limf(x)



[image: image106.wmf]a

Σε περίπτωση που ορίζεται στο (x0 , β) το δεξιό όριο της f  το ταυτίζουμε με το όριο της f ( αν υπάρχει)
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[image: image109.wmf]a

Όταν λέμε ότι μία συνάρτηση f έχει μια ιδιότητα κοντά στο x0 , εννοούμε ότι η f ορίζεται σε ένα από τα 

σύνολα (α , x0)
[image: image110.wmf]È

(x0 , β)  ή   (α , x0)  ή   (x0 , β) και ταυτόχρονα έχει την ιδιότητα αυτή

Άσκηση 3:  Αν f(x)=ln(1+
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)α εξετάσετε αν έχει νόημα η εύρεση των 
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Άσκηση 4: Να βρείτε τα όρια  και τα πλευρικά όρια (αν υπάρχουν) στην παρακάτω γραφική παράσταση, στα σημεία    x0= - 4 , -2 , 0 , 1 , 2 , 4 , 6 .   Σε ποια σημεία του διαστήματος [- 6 ,10] , δεν ορίζεται η συνάρτηση;
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Ισχύουν οι ιδιότητες 
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  (και αντιστρόφως)
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 Αν f(x)=x  τότε  
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     (όριο ταυτοτικής συνάρτησης)
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 Αν f(x)=c  τότε  
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        (όριο σταθερής συνάρτησης)
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