ΤΟ  ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΣ    ΘΕΩΡΗΜΑ  ΤΟΥ   ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΥ   ΛΟΓΙΣΜΟΥ  (§3. 5)
Θεώρημα
	Αν η συνάρτηση  f  είναι  συνεχής  στο  κλειστό διάστημα  [α,β]   

και  G  είναι   μία  παράγουσα  της  f  στο  [α,β] ,                  τότε
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Αν  συμβολίσουμε  την  διαφορά  G(β)- G(α)  με  
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   θα γράφουμε:    
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Από  τον  τύπο (1)  προκύπτει :             
[image: image4.wmf][

]

β

β

α

α

f(x)dx=f(x)=f(

β)-f(α)

¢

ò

         
Σχόλιο:    Σύμφωνα  με  το  παραπάνω  θεώρημα  για  να   υπολογίσουμε   το  ορισμένο  ολοκλήρωμα  
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  πρέπει  να    βρούμε  μία   αρχική  της  f   και  να εφαρμόσουμε  τον  τύπο  (1) .  Αυτό  γίνεται  αν  χρησιμοποιήσουμε  τους  ίδιους  πίνακες  και   τις  ίδιες  μεθόδους    υπολογισμού   με  αυτές   των  αορίστων  ολοκληρωμάτων  με  τις  εξής   διαφορές:
Ολοκλήρωση κατά παράγοντες
H  ολοκλήρωση   κατά  παράγοντες  παίρνει  τη  μορφή:       
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Ολοκλήρωση με αντικατάσταση
H ολοκλήρωση    με αντικατάσταση υπολογίζει το  
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   ως εξής:
     i)   Θέτουμε  u=g(x)   οπότε   
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dug(x)dx


     ii)  Αντικαθιστούμε τα  α , β  στην  u=g(x) και  βρίσκουμε  νέα  όρια  ολοκλήρωσης  u1 = g(α)  ,  u2 = g(β)  

     iii) Το ολοκλήρωμα τότε γίνεται  
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 Παρατήρηση:  Στον υπολογισμό του ορισμένου ολοκληρώματος  δεν  προσθέτουμε   την  σταθερά   c
Άσκηση 1  Να υπολογισθούν τα ορισμένα ολοκληρώματα:
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Άσκηση 2     Να υπολογισθούν τα ορισμένα ολοκληρώματα:
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Άσκηση 3     Να υπολογισθούν τα ορισμένα ολοκληρώματα:

α)  
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Άσκηση 4   i) Να αποδείξετε ότι  
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ii)  Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
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Άσκηση 5     Να υπολογισθούν τα ορισμένα ολοκληρώματα:
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Άσκηση 6    i)   Να βρεθεί αναγωγικός τύπος για το ολοκλήρωμα   Ιν = 
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ii)  Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι3
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Άσκηση 7   Δίνεται η συνάρτηση f(t)=
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α) Nα  βρείτε το πεδίο ορισμού της , να την μελετήσετε ως προς την 
μονοτονία και τα ακρότατα και να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημό της

β) Να μελετήσετε την συνάρτηση F(x)=
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ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα

Άσκηση 8   Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 
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 με f ΄(0)=1  και 
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Nα βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Α(0,f(0))
Άσκηση 9  Έστω  η συνεχής συνάρτηση f :
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 για την οποία     
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α)  Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης  g(x)= 
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β)  Να δειχθεί ότι f(1)=f(4)

γ)  Να δειχθεί ότι η f έχει ένα τουλάχιστον κρίσιμο σημείο στο διάστημα (1 , 4)
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Άσκηση 10   Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f :
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ώστε:
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Άσκηση 11    Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση f :
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ώστε:
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Άσκηση 12  Δίνεται  η συνεχής συνάρτηση f : 
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για την οποία ισχύει  
f(x)=xe–x +
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α)  Να βρεθεί ο τύπος της f            β)  Να λυθεί η εξίσωση     xe–x = 1- e–x 

γ)  Να βρεθεί  η εφαπτομένη της Cf , η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων
Άσκηση 13  Δίνεται  η συνεχής συνάρτηση f : 
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για την οποία ισχύει  

1+f(x)=ex +
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α)  Να δειχθεί ότι η f  είναι παραγωγίσιμη          β)  Να βρεθεί ο τύπος της  f    
γ)  Να εξετάσετε αν η Cf  έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο -
[image: image57.wmf]¥

     
Άσκηση 14   Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f : 
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 για την οποία ισχύει  

f(x) = 1+2x
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α)  Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη

β)  Να βρεθεί η συνάρτηση f

[image: image108.wmf]¥

Άσκηση 15   Αν  f(x)+f(α+β-x)=c  να αποδειχθεί ότι:
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Άσκηση 16   Δίνεται  η συνεχής συνάρτηση f : 
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με συνεχή f ΄΄ στο 
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παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0=2 και διέρχεται από το σημείο Α(0,1).

Αν 
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  να βρεθεί το f(2)
Άσκηση 17    Έστω α, β
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 με 0<α<β και η συνάρτηση f : (0,+
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=0 . Θεωρούμε την συνάρτηση g(x)=
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i) Nα δειχθεί ότι υπάρχει x0
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(α,β) στο οποίο η εφαπτομένη είναι 

παράλληλη στον άξονα χ΄χ       ii) Nα δειχθεί  g(x0)=2+f(x0)
Άσκηση 18  Έστω f : [0,1] 
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 συνεχής  και 
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α)  Να δειχθεί ότι η εξίσωση 
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 έχει λύση στο (0,1)

β)  Να δειχθεί ότι υπάρχει x0
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Άσκηση 19  Αν    f(x)=
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Άσκηση 20   Αν f(x)=
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 , x>1  α) Να αποδειχθεί ότι f(t)
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image79.wmf]x1
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Άσκηση 21  Έστω  f: [0,+
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  παραγωγίσιμη με f(0)=1 και f ΄(x)>0 , x
[image: image84.wmf]³

0
[image: image111.wmf]x

x

x

limf(t)dt

+a

®+¥

ò

α) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση F(x)=
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  είναι κυρτή
β) Να βρείτε την  εφαπτομένη της Cf στο x0=0

γ)  Να δειχθεί ότι  
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Άσκηση 22  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=x3+x-1

α) Να δειχθεί ότι η f  αντιστρέφεται και να βρεθεί το πεδίο ορισμού της f -1
β) Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα  Ι = 
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Άσκηση 23  Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f :
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 με f ΄(x) > 0 , για κάθε x
[image: image90.wmf]Î

¡

.

Aν  α , β 
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β)  
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Άσκηση 24  Να βρεθούν τα ολοκληρώματα

α) Α=
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Άσκηση 25    Δίνεται η  συνάρτηση f :
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 με την ιδιότητα

f ΄(x+1) = 2+f ΄(1-x) , για κάθε x
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   και f(1)=0
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α)  Να δείξετε ότι   f (1+x)+f (1-x)=2x  ,  x
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β)  Να βρείτε την συνάρτηση g(x)= 
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γ)  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι=
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► Εύρεση συνάρτησης


Θα δίνεται μια ισότητα που περιέχει ολοκλήρωμα της μορφής � EMBED Equation.DSMT4  ���  και θα ζητείται να βρεθεί η συνάρτηση f 


Γενικά:


Παραγωγίζουμε κατά μέλη  και παίρνουμε μία ισότητα που περιέχει την  f  ή  την f ΄ 


Η  f  τότε μπορεί να βρεθεί








  ►  Ισότητες με ολοκληρώματα


Εφαρμόζουμε τις μεθόδους  ολοκλήρωσης 





► Μελέτη συνάρτησης


Μια συνάρτηση  F που ορίζεται με ολοκλήρωμα:        F(x)=� EMBED Equation.DSMT4  ��� 


μπορεί να μελετηθεί με το πρόσημο της πρώτης και της δευτέρας παραγώγου


Ισχύει:  F ΄(x)= � EMBED Equation.DSMT4  ���= f(x)








► Ύπαρξη σημείου


Θεωρούμε βοηθητική συνάρτηση την οποία εκλέγουμε από την μορφή της ζητούμενης σχέσης


Εφαρμόζουμε (ανάλογα με την περίπτωση) τα θεωρήματα Bolzano , Rolle , μέσης τιμής κ.τ.λ.








► Όριο και ολοκλήρωμα


� EMBED Equation.DSMT4  ���Όταν η f είναι συνεχής έχει νόημα το � EMBED Equation.DSMT4  ���


� EMBED Equation.DSMT4  ���Μπορούμε να εφαρμόζουμε για τις μορφές 0/0 και  � EMBED Equation.DSMT4  ���/� EMBED Equation.DSMT4  ���  τον κανόνα De L’ Hospital


� EMBED Equation.DSMT4  ���Για το � EMBED Equation.DSMT4  ��� δουλεύουμε


� EMBED Equation.DSMT4  ���Με το θεώρημα μέσης τιμής    ή


� EMBED Equation.DSMT4  ���Με το κριτήριο παρεμβολής 








► Ανισότητα και ολοκλήρωμα


Μια ανισότητα μπορεί να προκύψει μέσα από την μονοτονία  ή τα ακρότατα μιας συνάρτησης 





► Ολοκλήρωμα αντίστροφης


Για το ολοκλήρωμα  � EMBED Equation.DSMT4  ��� θέτουμε x=f(y)  και βρίσκουμε τα νέα όρια ολοκλήρωσης  α , β


Στο διάστημα [α,β] η f  πρέπει να είναι  ‘1-1’





► Ολοκλήρωμα μέσα από παραγώγιση


Θεωρούμε τα άκρα του ολοκληρώματος σαν μεταβλητές και παραγωγίζουμε την συνάρτηση f(x) που προκύπτει  … 








► Συνδυαστικές








►  Απλή ολοκλήρωση








►  Παραγοντική  ολοκλήρωση








►  Ολοκλήρωση με αντικατάσταση








► Ολοκλήρωμα  απολύτου  


Γράφουμε  την συνάρτηση χωρίς απόλυτα 


Γίνεται διάσπαση του ολοκληρώματος
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