Η   ΥΠΑΡΞΗ   ΑΡΧΙΚΗΣ   ΜΙΑΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  (§3. 5)
Θεώρημα ύπαρξης αρχικής

	Εάν μια συνάρτηση  f  είναι  συνεχής σε ένα  διάστημα  Δ
τότε ορίζεται μια συνάρτηση F με τύπο

F(x)=
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 για κάθε    x
[image: image2.wmf]Î

¡

, όπου α σταθερό σημείο του Δ.
Η συνάρτηση F έχει τις παρακάτω ιδιότητες:
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 Είναι παραγωγίσιμη στο Δ  με F ΄(x)= 
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= f(x), για κάθε x
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 Η  F είναι μια αρχική  της  f στο Δ.
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Παρατήρηση 1. Το διάστημα Δ μπορεί να είναι ανοιχτό ή κλειστό με άπειρα ή πεπερασμένα άκρα.

Δηλαδή (α,β) , [α,β) , (α,β] , [α,β] , [α,+∞), (α +∞), (-∞,β], (-∞,β), (-∞,+∞). 
Παρατήρηση 2. Αναγκαία προϋπόθεση για την ύπαρξη της F είναι η συνέχεια της f σε διάστημα . Η F ορίζεται σε διάστημα Δ και όχι σε ένωση διαστημάτων. Από τον  ορισμό της F κάθε τιμή της   F(x0) = 
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 είναι ένα ορισμένο ολοκλήρωμα. 
Παρατήρηση 3.  Για τον ορισμό της F μπορούμε να επιλέξουμε οποιαδήποτε  α  αρκεί να είναι σταθερό  στοιχείο του Δ. Διαφορετική επιλογή του α μας   δίνει   διαφορετική  αρχική συνάρτηση  F της    f.  Όμως  όλες οι συναρτήσεις αφού είναι αρχικές της f   διαφέρουν κατά μια σταθερά  c  η οποία μπορεί να   υπολογιστεί:
Έστω 
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,  και  οι  συναρτήσεις:    F1(x)=
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  ,   F2(x)=
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 Τότε για κάθε  
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 ισχύει:    F1( x ) - F2 (x)  = 
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Παρατήρηση 4.   Το ολοκλήρωμα της μορφής  
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f(t)dt
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 είναι ολοκλήρωμα με ένα μεταβλητό άκρο. Ωστόσο  μπορούμε να γενικεύσουμε τη μορφή αυτή ως εξής:
Εάν   f  συνεχής στο Δ  τότε ορίζονται οι παρακάτω παραγωγίσιμες συναρτήσεις:
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  F(x)=
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  για  κάθε  
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 και  α σταθερό σημείο του Δ  με   F ΄(x)=f(x)
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  G(x)= 
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   ,  οπότε  G ΄(x)= - f(x)
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  H(x)= 
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 , όπου φ παραγωγίσιμη με τιμές στο Δ  , οπότε   H ΄(x) = 
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  L(x) = 
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 με α σταθερό σημείο του Δ και φ, ω παραγωγίσιμες με τιμές στο Δ . 
Άσκηση 1    Να βρείτε το πεδίο ορισμού και την παράγωγο των συναρτήσεων:

α)  F(x)=
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          β)   F(x)=
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     γ)  F(x) =
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     δ)  F(x)= 
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Παρατήρηση 5.   Στο ολοκλήρωμα της μορφής 
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 , όπου Α(t)  η προς ολοκλήρωση συνάρτηση  οι ποσότητες που είναι ανεξάρτητες από τη μεταβλητή ολοκλήρωσης μπορούν να βγούν έξω από το ολοκλήρωμα         Π .χ.  
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 , γιατί η g(x) είναι ανεξάρτητη του  t  , άρα θεωρείται σταθερή ως προς  t.  
Όταν λοιπόν παραγωγίζουμε   ολοκλήρωμα   το οποίο περιέχει τη μεταβλητή παραγώγισης τότε πρέπει απαραιτήτως η μεταβλητή παραγώγισης να βγει έξω από το ολοκλήρωμα .
Άσκηση 2      Έστω f συνεχής και θετική στο 
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και g συνάρτηση για την οποία ισχύει:
g(x)=
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  .  Nα δειχθεί ότι:
α)  
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, για κάθε 
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      β)  g΄΄(x) > 0 για κάθε 
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 Άσκηση 3      Έστω f συνεχής στο 
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. Nα δειχθεί ότι η συνάρτηση  

 F(x)=x2+
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είναι παραγωγίσιμη και να βρείτε την F ΄(x)
Άσκηση 4   Nα δειχθεί ότι η συνάρτηση   F(x)= ex+x2
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είναι παραγωγίσιμη στο 
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 και να βρείτε την παραγωγό της
Παρατήρηση 6.   Το   ορισμένο   ολοκλήρωμα   είναι   ανεξάρτητο   από   τη   μεταβλητή ολοκλήρωσης. Επομένως για την αρχική συνάρτηση  F(x) μπορούμε  να γράφουμε:     F(x)=
[image: image50.wmf]x

f(t)dt

a

ò

 =
[image: image51.wmf]x

f(u)du

a

ò

=
[image: image52.wmf]x

f(y)dy

a

ò

  …

Άσκηση 5   Nα βρείτε την δεύτερη παράγωγο των συναρτήσεων:

α)  f(x)=
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        β)   g(x)= 
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Άσκηση 6  Αν η συνάρτηση f :
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είναι συνεχής  και  f(x)=
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α) Να δείξετε ότι  f ΄(x)=f(x)   β)  Να βρείτε την συνάρτηση f
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