ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΩΝ ΕΩΣ ΚΑΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ
ΘΕΜΑ 2ο (2001)

Έστω f μια πραγματική συνάρτηση με τύπο:
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α.  Αν η f είναι συνεχής, να αποδείξετε ότι α = –
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Μονάδες 9

β.  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης  Cf  της συνάρτησης f 
στο σημείο Α(4,  f(4)).

Μονάδες 7

γ. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f, τον άξονα x΄x και τις ευθείες x=1 και x=2.

Μονάδες 9

ΘΕΜΑ 4ο (2001)
Έστω μια πραγματική συνάρτηση f, συνεχής στο σύνολο των πραγματικών αριθμών 
[image: image3.wmf]¡

, για την οποία ισχύoυν οι σχέσεις:

i) f(x) ( 0,   για κάθε x( 
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                   ii) f(x) = 
[image: image5.wmf] 1

22

 0

 1 - 2 xtf(xt)dt 

ò

,   για κάθε x(
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Έστω ακόμη g η συνάρτηση που ορίζεται από τον τύπο    
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α.
Να δείξετε ότι ισχύει  
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Μονάδες 10

β.
Να δείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή.

Μονάδες 4

γ.
Να δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι 
[image: image10.wmf]2
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Μονάδες 4

δ.
Να βρείτε το όριο   
[image: image11.wmf]x 
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Μονάδες 7

Θέμα 4ο (2001ε)

Έστω μια πραγματική συνάρτηση f, συνεχής στο (0, +∞) για την οποία ισχύει: 
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α) Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞).                                                                      Μονάδες 3
β) Να δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης  f είναι: 
[image: image13.wmf]1lnx
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, x>0.                                         Μονάδες 7
γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.





                               Μονάδες 6
δ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της f.                                                         Μονάδες 4
ε)  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, τον άξονα  χ΄χ και τις ευθείες x=1, x=e.                                                                                                               Μονάδες 5 
ΘΕΜΑ 4ο (2002)
α.  Έστω δύο συναρτήσεις h , g συνεχείς στο [α, β].

      Να αποδείξετε ότι αν h(x) > g(x) για κάθε x ( [α, β], τότε και     
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Μονάδες 2

β.   Δίνεται η παραγωγίσιμη στο  
[image: image15.wmf]¡

 συνάρτηση f, που ικανοποιεί τις σχέσεις: 
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    και   f(0) = 0 .

i)   Να εκφραστεί η f ΄ ως συνάρτηση της f.

Μονάδες 5

ii)  Να δείξετε ότι  
[image: image18.wmf]x
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 για κάθε  x > 0.

Μονάδες 12

iii) Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της f, τις ευθείες x = 0,  x = 1 και τον άξονα x΄x, να δείξετε ότι
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Μονάδες 6
Θέμα 2ο (2002ε)
Δίνεται η συνάρτηση 
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α) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση f -1.   

Μονάδες  10

β)  Να δείξετε ότι η εξίσωση f -1 (x)=0 έχει μοναδική ρίζα το μηδέν    
Μονάδες 5

γ)   Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα 
[image: image22.wmf]1
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Θέμα 4ο (2002ε)

Έστω συνάρτηση f, ορισμένη στο 
[image: image23.wmf]¡

 με δεύτερη συνεχή παράγωγο, που ικανοποιεί τις σχέσεις:
f ΄΄(x)f(x)+(f ΄(x))2=f(x)f ΄(x),  x
[image: image24.wmf]Î
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 και f(0)=2f ΄(0)=1.

α) Να προσδιορίσετε την συνάρτηση f.               




                Μονάδες 12
β) Αν g είναι συνεχής συνάρτηση με πεδίο ορισμού και σύνολο τιμών το διάστημα [0,1], να δείξετε ότι η εξίσωση 
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 έχει μοναδική λύση στο διάστημα [0,1].   


   Μονάδες 13
ΘΕΜΑ 3ο (2003)
Έστω η συνάρτηση 

f(x) = x5+x3+x .

α.  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα κοίλα και να αποδείξετε ότι η f έχει αντίστροφη συνάρτηση.

Μονάδες 6

β.   Να αποδείξετε ότι f(ex)≥f(1+x) για κάθε x(IR.

Μονάδες 6

γ.   Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο (0,0) είναι ο άξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων της f και της  f –1.

Μονάδες 5

δ.   Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f –1, τον άξονα των x και την ευθεία με εξίσωση  x=3.

Μονάδες 8

ΘΕΜΑ 3ο (2003ε)
Δίνεται η συνάρτηση 
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α.   Να αποδείξετε ότι 
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Μονάδες 5

β.
Να βρείτε την πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f, όταν το x τείνει στο 
[image: image28.wmf]-¥
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Μονάδες 6

γ.
Να αποδείξετε ότι 
[image: image29.wmf]2
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Μονάδες 6

δ.
Να αποδείξετε ότι 
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Μονάδες 8

ΘΕΜΑ 3ο (2004)
Δίνεται η συνάρτηση g(x)=ex f(x), όπου f συνάρτηση παραγωγίσιμη στο 
[image: image31.wmf]¡

 και f(0)=f(
[image: image32.wmf]3
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α.   Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ((0,
[image: image33.wmf]3
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)  τέτοιο ώστε f ΄(ξ)=-f(ξ).  

Μονάδες 8
β.    Εάν f(x)=2x2-3x, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι(α) = 
[image: image34.wmf]0
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Μονάδες 8
γ.   Να βρείτε το όριο    
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lim

®-¥

Ι(α)                                  

Μονάδες 9
ΘΕΜΑ 4ο (2004)
Έστω η συνεχής συνάρτηση f: 
[image: image37.wmf]®
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 τέτοια ώστε f(1)=1. Αν για κάθε x(
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, ισχύει
g(x) = 
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, με α, β(
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*, τότε:
α.  Να  αποδείξετε ότι η  συνάρτηση  g είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image42.wmf]¡

 και να βρείτε τη g'. 
Μονάδες 5
β.  Να αποδείξετε ότι 
[image: image43.wmf]1
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 Μονάδες 8
γ.  Με δεδομένη τη σχέση του ερωτήματος β να αποδείξετε ότι  Re(z2) = -
[image: image44.wmf]1
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Μονάδες 6
δ.  Αν επιπλέον f(2)=α>0, f(3)=β και α>β, να αποδείξετε ότι υπάρχει x0((2,3) τέτοιο ώστε f(x0)=0.
     Μονάδες 6
ΘΕΜΑ 2ο (2004ε)
Θεωρούμε τη συνάρτηση f: 
[image: image45.wmf]®
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 µε f(x) = 2x + mx – 4x – 5x, όπου  m 
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 , m > 0.

α.  Να βρείτε τον m ώστε f(x) ≥ 0 για κάθε x
[image: image47.wmf]Î
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Μονάδες 13
β.  Αν m = 10, να υπολογισθεί το εμβαδόν του χωρίου που  περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f, τον  άξονα x΄x και τις ευθείες x = 0 και x = 1.

Μονάδες 12
ΘΕΜΑ 4ο (2004ε)

Έστω συνάρτηση f συνεχής στο [0, +∞) → 
[image: image48.wmf]¡

 τέτοια, ώστε   
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α. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞).

Μονάδες 7

β. Να αποδείξετε ότι f(x) = ex – (x + 1).

Μονάδες 7

γ. Να αποδείξετε ότι η f(x) έχει μοναδική ρίζα στο [0, +∞).

Μονάδες 5

δ. Να βρείτε τα όρια 
[image: image50.wmf]x
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Μονάδες 6
ΘΕΜΑ 3ο  (2005)
Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x) = eλχ, λ > 0. 

α. Δείξτε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα . 

Μονάδες 3 
β. Δείξτε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f, η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων, είναι η y = λex.   Βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου επαφής Μ. 

Μονάδες 7 
γ. Δείξτε ότι το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου, το οποίο περικλείεται μεταξύ της γραφικής παράστασης της f, της εφαπτομένης της στο σημείο Μ και του άξονα y΄y, είναι    Ε(λ) =
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Μονάδες 8 
δ. Υπολογίστε το   
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Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ 4ο (2005)
Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο 
[image: image54.wmf]¡

 τέτοια, ώστε να ισχύει η σχέση 

2f΄(x) = ex – f(x)  για κάθε x
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 και f(0) = 0. 

α.   Να δειχθεί ότι: f(x) = 
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     Μονάδες 6 
β.   Να βρεθεί το:    
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0

x0

  f(xt) dt

lim

ημx

®

-

ò

   . 






     Μονάδες 6
γ.   Δίδονται οι συναρτήσεις:      h(x) = 
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  και g(x) = 
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      Δείξτε ότι h(x) = g(x) για κάθε x
[image: image60.wmf]Î

¡

 . 

Μονάδες 7 
δ. 
Δείξτε ότι η εξίσωση 
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 = 
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 έχει ακριβώς μία λύση στο (0 , 1). 

Μονάδες 6 
ΘΕΜΑ 4ο (2005ε)
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: IR →IR ,για την οποία ισχύει    
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α.  Να δείξετε ότι: 

     i. f(0)=0 










    Μονάδες 4 
     ii. f΄(0)=1. 










    Μονάδες 4 
β. Να βρείτε το λ ∈
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  έτσι, ώστε:  
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    Μονάδες 7 
γ. Αν επιπλέον η f είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο στο 
[image: image66.wmf]¡

 και f΄(x)>f(x) για κάθε x ∈
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 , να δείξετε    i.   xf(x)>0 για κάθε x≠0. 





















    Μονάδες 6 
     ii. 
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Μονάδες 4 

ΘΕΜΑ 2ο (2006)

Θεωρούμε τη συνάρτηση f(x) =2+(x-2)2 με x≥2. 

α. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1. 

Μονάδες 6 
β. Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f -1 της f και να βρείτε τον τύπο της. 

Μονάδες 8 
γ.  i.  Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και f-1 με την ευθεία y=x. 

Μονάδες 4 
    ii.  Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και f-1. 

Μονάδες 7 
ΘΕΜΑ 2ο (2006ε)
Δίνεται η συνάρτηση 
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α. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία της στο 
[image: image71.wmf]¡

 . 



   Μονάδες 9 
β. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image72.wmf]1
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 Μονάδες 9 
γ. Για κάθε x<0 να αποδείξετε ότι:  f(5x)+f(7x)<f(6x)+f(8x) . 




  Μονάδες 7 
ΘΕΜΑ 3ο (2006ε)
Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z, που ικανοποιούν την ισότητα  (4–z)10 = z10 
και μία  συνάρτηση f με τύπο f(x) = x2+x+α , α
[image: image73.wmf]Î
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 . 

α. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών z ανήκουν στην ευθεία x=2. 

Μονάδες 7 
β. Αν η εφαπτομένη (ε) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο τομής της με την ευθεία x=2  τέμνει τον άξονα y΄y στο y0=–3, τότε 

i. να βρείτε το α και την εξίσωση της εφαπτομένης (ε). 

Μονάδες 9 
ii. να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της γραφικής παράστασης της f, της εφαπτομένης (ε), του άξονα x΄x και της ευθείας 
[image: image74.wmf]5
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ΘΕΜΑ 3ο (2007)
Δίνεται η συνάρτηση:  f(x) = x3 – 3x – 2ημ2θ όπου θ
[image: image75.wmf]Î
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   μια σταθερά με  
[image: image76.wmf]π
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 α. Να αποδειχθεί ότι η f παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο,  ένα τοπικό ελάχιστο και ένα σημείο καμπής. 

Μονάδες 7 
β. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς τρεις πραγματικές ρίζες. 

Μονάδες 8 
γ. Αν x1, x2 είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και x3 η θέση του σημείου καμπής της f, να αποδειχθεί ότι τα σημεία Α(x1, f(x1)), B(x2, f(x2)) και Γ(x3, f(x3)) βρίσκονται στην ευθεία y = –2x –2ημ2θ. 

Μονάδες 3 
δ. Να υπολογισθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f και την ευθεία y = –2x –2ημ2θ. 

Μονάδες 7 

ΘΕΜΑ 4ο (2007)
Έστω f μια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο διάστημα [0, 1] για την οποία ισχύει f(0) > 0. Δίνεται επίσης συνάρτηση g συνεχής στο διάστημα [0, 1] για την οποία   ισχύει g(x) > 0 για κάθε x 
[image: image78.wmf]Î
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Ορίζουμε τις συναρτήσεις:  

F(x) =
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,      x ε [0, 1],          G(x) =
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α. Να δειχθεί ότι F(x) > 0 για κάθε x στο διάστημα (0, 1]. 

Μονάδες 8 
β. Να αποδειχθεί ότι: f(x)⋅G(x) > F(x)   για κάθε x στο διάστημα (0, 1]. 

Μονάδες 6 
γ. Να αποδειχθεί ότι ισχύει:  
[image: image81.wmf]F(x)F(1)
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   για κάθε x στο διάστημα (0, 1]. 

Μονάδες 4 
δ. Να βρεθεί το όριο:      
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Μονάδες 7 
ΘΕΜΑ 2ο (2007ε) 
Δίνεται η συνάρτηση  f(x)=
[image: image83.wmf]2
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α.  Να αποδειχθεί ότι 
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limf(x)3

-

®

=


Μονάδες 8 
β.  Αν 
[image: image85.wmf]f
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=π και η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο x0=0, να αποδειχθεί ότι α = β = 3. 

Μονάδες 9 
γ.  Αν α = β = 3, να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
[image: image86.wmf]0
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ΘΕΜΑ 3ο (2007ε)
Δίνεται η συνάρτηση     f(x) = ex − e lnx , x > 0. 

α. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (1, +∞). 

Μονάδες 10 
β. Να αποδειχθεί ότι ισχύει f(x) ≥ e για κάθε x > 0. 

Μονάδες 7 
γ. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση      
[image: image87.wmf]22
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έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα (0, +∞). 

Μονάδες 8
ΘΕΜΑ 4ο (2008)

Έστω f μια συνάρτηση συνεχής στο  για την οποία ισχύει 


[image: image88.wmf]ò
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α. Να αποδείξετε ότι     f(x)=20x3+6x−45 

Μονάδες 8 

β. Δίνεται επίσης μια συνάρτηση g δύο φορές   παραγωγίσιμη στο 
[image: image89.wmf]¡

 . Να αποδείξετε ότι 
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Μονάδες 4 
γ. Αν για τη συνάρτηση f του ερωτήματος (α) και τη συνάρτηση g του ερωτήματος (β) ισχύει ότι

       
[image: image91.wmf]45
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       και g(0)=g΄(0)=1, τότε

i.  να αποδείξετε ότι g(x)=x5+x3+x+1 

Μονάδες 10 
ii. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι 1−1 

Μονάδες 3
ΘΕΜΑ 4ο (2008ε)
Έστω f μια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα 
[image: image92.wmf][
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 για την οποία ισχύει f(x) > 0 για κάθε x ≥ 0. Ορίζουμε τις συναρτήσεις:


[image: image93.wmf]0
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α.   Να αποδείξετε ότι 
[image: image97.wmf][
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Μονάδες 6
β.  Να    αποδείξετε    ότι    η    συνάρτηση    h    είναι    γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0, +∞).

Μονάδες 8
γ.  Αν h(1)=2, τότε:

i.    Να αποδείξετε ότι  
[image: image98.wmf]22
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ii.   Να αποδείξετε ότι  
[image: image99.wmf]1
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Μονάδες 5
ΘΕΜΑ 4o (2009)

Έστω f μία συνεχής συνάρτηση στο διάστημα [0, 2] για την οποία ισχύει 


[image: image100.wmf](
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α.
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση G είναι συνεχής στο διάστημα [0, 2]. 

Μονάδες 5 
β. 
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση G είναι παραγωγίσιμη     στο διάστημα (0, 2) και ότι ισχύει 


[image: image104.wmf]2
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Μονάδες 6 
γ. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας αριθμός α
[image: image106.wmf]Î

(0, 2) τέτοιος ώστε να ισχύει Η(α)=0. 

Μονάδες 7 
δ. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας αριθμός ξ
[image: image107.wmf]Î

(0, α) τέτοιος ώστε να ισχύει 
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Μονάδες 7

ΘΕΜΑ 4ο (2009 ε)
∆ίνεται μια συνάρτηση f: [0,2] → ℝ η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις συνθήκες 


[image: image109.wmf]2
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[image: image111.wmf]¢
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[image: image112.wmf]4
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όπου k ένας πραγματικός αριθμός. 
α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  
[image: image113.wmf]2
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ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος του Rolle στο διάστημα [0,2]. 
Μονάδες 4 
β. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ∈(0,2) τέτοιο, ώστε να ισχύει 
[image: image115.wmf]2
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[image: image116]Μονάδες 6 
γ. Να αποδείξετε ότι k = 6 και ότι ισχύει g(x) = 0 για κάθε x∈ [0,2]. 
Μονάδες 6 
δ. Να αποδείξετε ότι 
[image: image117.wmf]32x
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Μονάδες 5 
ε. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
[image: image120.wmf]2
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Μονάδες 4 
ΘΕΜΑ Γ  (2010)

Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2x+ln(x2+1), 
[image: image121.wmf]x
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Γ1. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση f.

Μονάδες 5

Γ2. Να λύσετε την εξίσωση:
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Μονάδες 7

Γ3. Να αποδείξετε  ότι  η  f  έχει  δύο  σημεία  καμπής και  ότι  οι  εφαπτόμενες  της  γραφικής παράστασης της f στα σημεία καμπής της τέμνονται σε σημείο του άξονα ψ΄ψ.

Μονάδες 6

Γ4. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα


[image: image123.wmf]ò
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ΘΕΜΑ Δ  (2010)

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: 
[image: image124.wmf]®
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 η οποία για κάθε 
[image: image125.wmf]x
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 ικανοποιεί τις σχέσεις:
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Δ1. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο R με παράγωγο


[image: image128.wmf]f(x)
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[image: image129.wmf]x
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Μονάδες 5

Δ2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x)= (f (x))2–2xf(x), 
[image: image130.wmf]x

Î

¡

, είναι σταθερή.
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Δ3. Να αποδείξετε ότι  
[image: image131.wmf]2

f(x)xx9
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,  
[image: image132.wmf]x
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Δ4. Να αποδείξετε ότι
[image: image133.wmf]òò
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, για κάθε 
[image: image134.wmf]x
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Μονάδες 7

ΘΕΜΑ Δ ( 2010 ε)
Έστω συνάρτηση f: 
[image: image135.wmf]®

¡¡

 η οποία είναι παραγωγίσιμη και κυρτή στο 
[image: image136.wmf]¡

 με f(0) = 1 και f΄(0) = 0 

Δ1. Να αποδείξετε ότι f(x) ≥ 1 για κάθε x
[image: image137.wmf]Î


[image: image138.wmf]¡


Μονάδες 4 
Δ2. Να αποδείξετε ότι 
[image: image139.wmf]1
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Μονάδες 6 
Αν επιπλέον δίνεται ότι 

f΄(x) + 2x = 2x⋅(f(x) +x2 ), x
[image: image140.wmf]Î

¡

, τότε: 

Δ3. Να αποδείξετε ότι 

f(x) =
[image: image141.wmf]x2

2

ex
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, x
[image: image142.wmf]Î


[image: image143.wmf]¡


Μονάδες 8 
Δ4. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση 

h(x) = 
[image: image144.wmf]x2
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και να λύσετε στο 
[image: image145.wmf]¡

 την ανίσωση       
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ΘΕΜΑ Δ ( 2011)
Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f, g : 
[image: image147.wmf]®
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, οι οποίες για κάθε x
[image: image148.wmf]Î
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 ικανοποιούν τις σχέσεις: 

i)    f(x)>0 και g(x)>0 

ii)   
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Δ1. Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο 
[image: image151.wmf]¡

 και ότι f(x) = g(x) για κάθε x
[image: image152.wmf]Î

¡

. 

Μονάδες 9 

Δ2. Να αποδείξετε ότι:   f(x) = ex, x
[image: image153.wmf]Î

¡

 

Μονάδες 4
Δ3. Να υπολογίσετε το όριο:  
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Μονάδες 5 

Δ4. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

       
[image: image155.wmf]x
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     τους άξονες x΄x και y΄y και την ευθεία με εξίσωση x=1. 

Μονάδες 7 
ΘΕΜΑ Γ ( 2011ε)

Ένα κινητό Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης y = 
[image: image156.wmf]x

,   x ≥ 0

Ένας παρατηρητής βρίσκεται στη θέση Π(0,1) ενός συστήματος συντεταγμένων Οxy και παρατηρεί το κινητό από την αρχή Ο, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 

[image: image157.emf]
Δίνεται ότι ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του κινητού για κάθε χρονική στιγμή t,  t ≥ 0 είναι 

x′ (t) = 16 m/min

Γ1. Να αποδείξετε ότι η τετμημένη του κινητού, για κάθε χρονική στιγμή t, t ≥ 0  δίνεται από τον τύπο:  

      x(t)=16t 

Μονάδες 5 

Γ2. Να αποδείξετε ότι το σημείο της καμπύλης μέχρι το οποίο ο παρατηρητής έχει οπτική επαφή με το κινητό είναι το Α(4,2) και, στη συνέχεια, να υπολογίσετε πόσο χρόνο διαρκεί η οπτική επαφή. 

Μονάδες 6

Γ3. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που διαγράφει η οπτική ακτίνα ΠΜ του παρατηρητή από το σημείο Ο μέχρι το σημείο Α. 

Μονάδες 6 

Γ4. Να αποδείξετε ότι υπάρχει χρονική στιγμή t0 
[image: image158.wmf]Î

 (0,
[image: image159.wmf]1

4

), κατά την οποία η απόσταση d=(ΠΜ) του παρατηρητή από το κινητό γίνεται ελάχιστη. 

Μονάδες 8 

Να θεωρήσετε ότι το κινητό Μ και ο παρατηρητής Π είναι σημεία του συστήματος συντεταγμένων Οxy.
ΘΕΜΑ Δ ( 2011ε)

Δίνεται η συνάρτηση f: 
[image: image160.wmf]¡

→
[image: image161.wmf]¡

, η οποία είναι 3 φορές παραγωγίσιμη και τέτοια, ώστε: 

i)   
[image: image162.wmf]x0

f(x)

lim1f(0)

x
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ii)  f΄(0) < f(1)-f(0) και 

iii) f ′′(x)≠0 για κάθε x
[image: image163.wmf]Î

¡


Δ1.  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο της με   τετμημένη x0=0. 

Μονάδες 3 

Δ2.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι κυρτή στο 
[image: image164.wmf]¡

. 

Μονάδες 5 

Αν επιπλέον g(x)=f(x)–x, x
[image: image165.wmf]Î

¡

, τότε: 

Δ3. Να αποδείξετε ότι η g παρουσιάζει ολικό ελάχιστο και να βρείτε το 
[image: image166.wmf]x0
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Μονάδες 6
Δ4. Να αποδείξετε ότι   
[image: image167.wmf]2

0

f(x)dx

ò

> 2
Μονάδες 5 

Δ5. Αν το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g, τον άξονα 
       x x′ και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 0 και x = 1 είναι Ε(Ω) = e–
[image: image168.wmf]5

2

, τότε να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 


[image: image169.wmf]1
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      και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image170.wmf]Î

 (1,2) τέτοιο, ώστε  
[image: image171.wmf]0
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ΘΕΜΑ Δ (2012)
Έστω η συνεχής συνάρτηση f: (0,+∞)
[image: image172.wmf]®

¡

,   η οποία για κάθε x>0 ικανοποιεί τις σχέσεις: 

· f(x) ≠ 0 
· 
[image: image173.wmf]-
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Δ1.  
1. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη και να βρείτε τον τύπο της.

Μονάδες 10

Αν είναι f(x) = e-x(lnx-x)  , x>0, τότε:
Δ2. Να υπολογίσετε το όριο: 
[image: image175.wmf](
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Μονάδες 5

Δ3.  Με τη βοήθεια της ανισότητας lnx
[image: image176.wmf]£

x-1, που ισχύει για κάθε x>0, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  


[image: image177.wmf]=

ò

x

α

F(x)f(t)dt

, x>0
όπου α>0, είναι κυρτή (μονάδες 2). Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι: 

F(x) + F(3x) > 2F(2x), για κάθε x>0 (μονάδες 4).
Μονάδες 6

Δ4.  Δίνεται ο σταθερός πραγματικός αριθμός β>0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ξ0 
[image: image178.wmf]Î

(β,2β) τέτοιο ώστε: 
F(β) + F(3β) = 2F(ξ) 
Μονάδες 4
ΘΕΜΑ Δ (2012 ε)
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση f:A
[image: image179.wmf]®

¡

  με A=(0,+∞) για την οποία ισχύουν σχέσεις: 

· f(Α) = ( - ∞,0]  
· η παράγωγος της f είναι συνεχής στο (0,+ ∞), και

· 
[image: image180.wmf]æöæö
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Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση 
[image: image181.wmf]=

ò

 x

 1

F(x)f(t)dt

, x>0

Δ1.  
1. Να αποδείξετε ότι 
[image: image182.wmf]æö
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Δ2.  Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της F έχει μοναδικό σημείο καμπής Σ(x0,F(x0)), x0>0, το οποίο και να βρείτε. Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ξ 
[image: image183.wmf]Î

(x0,β) με β>x0, τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της F στο σημείο M(ξ,F(ξ)) να είναι παράλληλη προς την ευθεία

ε:   F(β)x – (β-1)y + 2012(β-1) = 0
Μονάδες 6

Δ3.  Αν β>1, να αποδείξετε ότι η εξίσωση

[image: image184.wmf](
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έχει μία τουλάχιστον ρίζα, ως προς x, στο διάστημα (1,3)
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Δ4.  Να αποδείξετε ότι 

[image: image185.wmf](

)

æö

ç÷

èø

£

òò

2

 x x

 x 1

t

fdttftdt

x

, για κάθε x>0
Μονάδες 6
_1300565185.unknown

_1305454298.unknown

_1308655308.unknown

_1376034517.unknown

_1376037288.unknown

_1376038493.unknown

_1406967173.unknown

_1406967424.unknown

_1406967753.unknown

_1406968174.unknown

_1406968395.unknown

_1406968050.unknown

_1406967609.unknown

_1406967181.unknown

_1399721260.unknown

_1401212826.unknown

_1401213416.unknown

_1401220648.unknown

_1401212974.unknown

_1399721502.unknown

_1376038494.unknown

_1376038338.unknown

_1376038491.unknown

_1376038492.unknown

_1376038364.unknown

_1376038490.unknown

_1376037432.unknown

_1376037763.unknown

_1376038323.unknown

_1376037507.unknown

_1376037762.unknown

_1376037348.unknown

_1376036963.unknown

_1376037208.unknown

_1376037243.unknown

_1376037089.unknown

_1376036904.unknown

_1376036924.unknown

_1376034545.unknown

_1344010518.unknown

_1375909536.unknown

_1375909866.unknown

_1376034170.unknown

_1375909673.unknown

_1344010873.unknown

_1375909515.unknown

_1344010594.unknown

_1344010172.unknown

_1344010206.unknown

_1344010303.unknown

_1344010493.unknown

_1344010189.unknown

_1343504740.unknown

_1343504864.unknown

_1335808371.unknown

_1335866988.unknown

_1335871164.unknown

_1335808500.unknown

_1335805731.unknown

_1335808253.unknown

_1335783095.unknown

_1335783120.unknown

_1335783217.unknown

_1308655355.unknown

_1308654921.unknown

_1308654948.unknown

_1308655020.unknown

_1308655217.unknown

_1308654974.unknown

_1308654839.unknown

_1305455378.unknown

_1305474688.unknown

_1305455102.unknown

_1300610215.unknown

_1300657830.unknown

_1300657999.unknown

_1300708435.unknown

_1305451630.unknown

_1300658950.unknown

_1300657894.unknown

_1300657913.unknown

_1300657875.unknown

_1300616327.unknown

_1300657630.unknown

_1300657667.unknown

_1300657325.unknown

_1300616613.unknown

_1300616177.unknown

_1300616263.unknown

_1300616114.unknown

_1300610388.unknown

_1300569811.unknown

_1300609987.unknown

_1300610137.unknown

_1300610198.unknown

_1300610109.unknown

_1300610123.unknown

_1300569948.unknown

_1300570165.unknown

_1300609970.unknown

_1300570149.unknown

_1300569907.unknown

_1300565863.unknown

_1300566848.unknown

_1300567761.unknown

_1300567790.unknown

_1300567981.unknown

_1300567781.unknown

_1300567737.unknown

_1300565921.unknown

_1300565932.unknown

_1300565871.unknown

_1300565778.unknown

_1300565822.unknown

_1300565839.unknown

_1300565790.unknown

_1300565662.unknown

_1300565671.unknown

_1300565212.unknown

_1300562438.unknown

_1300564126.unknown

_1300564622.unknown

_1300564658.unknown

_1300565178.unknown

_1300564637.unknown

_1300564424.unknown

_1300564441.unknown

_1300564364.unknown

_1300564386.unknown

_1300564311.unknown

_1300563933.unknown

_1300564089.unknown

_1300564119.unknown

_1300564067.unknown

_1300562460.unknown

_1300562466.unknown

_1300562446.unknown

_1300559385.unknown

_1300560800.unknown

_1300561409.unknown

_1300562429.unknown

_1300560857.unknown

_1300560388.unknown

_1300560773.unknown

_1300560378.unknown

_1241540629.unknown

_1276600009.unknown

_1300558272.unknown

_1300558300.unknown

_1300559352.unknown

_1300558292.unknown

_1300558255.unknown

_1300558263.unknown

_1300557953.unknown

_1276599514.unknown

_1276599577.unknown

_1276599606.unknown

_1276599683.unknown

_1276599592.unknown

_1276599568.unknown

_1273302560.unknown

_1273303835.unknown

_1273302392.unknown

_1217952023.unknown

_1241539090.unknown

_1241539122.unknown

_1241539372.unknown

_1241539038.unknown

_1182423951.unknown

_1182424532.unknown

_1179120047.unknown

