ΕΜΒΑΔΑ  ΕΠΙΠΕΔΩΝ  ΧΩΡΙΩΝ  (§ 3.7)
Σε  κάθε  μία  από  τις  παρακάτω  περιπτώσεις  ορίζεται από την γραφική παράσταση μιας τουλάχιστον συνάρτησης f  και από κάποιες ευθείες  , ένα   επίπεδο  χωρίο  Ω , για  το  οποίο  θέλουμε να υπολογίσουμε το εμβαδό του  Ε(Ω).    
Βασική  προϋπόθεση σε όλες τις περιπτώσεις είναι η  συνέχεια  των  συναρτήσεων.
	1. Χωρίο που ορίζεται από την γρ. παράσταση της  f , τον άξονα  χ΄χ ,  και τις ευθείες  x=α  και  x=β               Γενικός  τύπος υπολογισμού του εμβαδού:      
                                                                         Ε(Ω) = 
[image: image1.wmf]ò
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Ειδικότερα 
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  Βρίσκουμε τις  ρίζες  και το πρόσημο της f στο διάστημα  [α , β]  και έχουμε  :



	1α.   Αν  f(x)
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	[image: image6.emf][functions]y1=8*a^3/(x^2+4*a^2)[rparameters]a=2.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-15.000000,15.000000][nrofpoints]nrPts[comments]Thecurve"WitchofAgnesi"expressedas graph of a function. a= 2.0000
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	1β . Αν  f(x)
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      Ε(Ω) = 
[image: image9.wmf]òò

ββ

αα

-f(x)dx=-f(x)dx
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	1γ. Αν  η  f  δεν  διατηρεί  πρόσημο  στο  [α , β]  τότε 
     το εμβαδό  είναι  το άθροισμα  των  εμβαδών των  χωρίων  
     στα  διαστήματα που  η  f  είναι θετική  ή αρνητική.
Ε(Ω)=Ε(Ω1)+Ε(Ω2)+Ε(Ω3)=
[image: image11.wmf]òòò
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f(x)dx+-f(x)dx+f(x)dx



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image12.wmf]
      όπου  γ ,δ  οι  ρίζες  της  f  στο  διάστημα  [α ,β]
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Άσκηση 1  Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της f , και τις ευθείες που δίνονται σε κάθε περίπτωση:
α)   f(x)=
[image: image14.wmf]x

 ,   χ΄χ  ,  x=1 ,  x=4
β)   f(x)=-x2+4x-3  ,  χ΄χ ,  x=1 ,  x=3

γ)   f(x)=συνx  ,  χ΄χ ,  x=
[image: image15.wmf]2

p

 ,  x=
[image: image16.wmf]3
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p


δ)   f(x)=lnx  ,  χ΄χ ,  x=
[image: image17.wmf]1

e

 ,  x=e
	2. Χωρίο που ορίζεται από τις  γρ. παραστάσεις των συναρτήσεων  f  και  g  και τις  ευθείες  x=α  και x=β .            
     Γενικός  τύπος  υπολογισμού του εμβαδού:          
                                                                       Ε(Ω) = 
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[image: image20.wmf]·

 Βρίσκουμε τις  ρίζες  και το  πρόσημο  της διαφοράς f(x)-g(x) στο  διάστημα  [α,β] . Τότε:

    Ε(Ω) = Ε(Ω1)+Ε(Ω2)+Ε(Ω3) = 
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     όπου  γ ,δ  οι  ρίζες  της  διαφοράς  f(x)-g(x)  στο  διάστημα  [α ,β]




Άσκηση 2  Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις  των f  , g και τις ευθείες που δίνονται σε κάθε περίπτωση:

α) f(x)=ημx  ,  g(x)=συνx  , x=0  , x=2π
	3. Χωρίο  που  ορίζεται  από την  τομή  των  γραφικών   παραστάσεων  των  f   και  g 
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[image: image23.wmf]·

Λύνουμε  την  εξίσωση  f(x) = g(x)  και  βρίσκουμε  τις τετμημένες  των  σημείων  τομής.


[image: image24.wmf]·

Αν  x=α   η  μικρότερη  και x=β  η  μεγαλύτερη   από  τις  τετμημένες     το  εμβαδό  είναι  

Ε(Ω) = 
[image: image25.wmf]ò
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Σχόλιο: Με την ίδια μέθοδο βρίσκουμε το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται  από την τομή  της  γραφικής   παράστασης της  f   και τον  άξονα  χ΄χ   (g(x)=0)  

Άσκηση 3  Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις  των f  , g  όταν:
α)  f(x) = x3  ,  g(x) = 2x-x2
	4.  Ανοικτά   χωρία

	4α . Το  εμβαδό  του  ανοικτού  χωρίου  Ω1 που ορίζεται από την Cf , τον άξονα  χ΄χ , και την ευθεία x=α  υπολογίζεται  ως  εξής: 
[image: image26.wmf]·

Παίρνουμε  λ>α  
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Βρίσκουμε το  εμβαδό  Ε(λ)  που  ορίζει 

   η  Cf  , o χ΄χ  και  οι  ευθείες  x=α , x=λ  

[image: image28.wmf]·

  Τότε  Ε (Ω1)=
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	[image: image30.emf][functions]y1=a/x[rparameters]a=2.0[nparameters]nrPts=240[intervals][-10.000000,0.000000),(0.000000,10.000000)[nrofpoints]nrPts[comments]Theinversefunctiondefinedovertwointervalstoavoiddivisionbyzero.
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	4β. Το  εμβαδό  του  ανοικτού  χωρίου  Ω2 που ορίζεται από την Cf , τoυς άξονες  y΄y , χ΄χ  και την x=α υπολογίζεται  ως  εξής:


[image: image31.wmf]·

Παίρνουμε  0<λ<α  

[image: image32.wmf]·

Βρίσκουμε το  εμβαδό  Ε(λ)  που  ορίζει

   η  f , o χ΄χ και  οι  ευθείες  x=λ  , x=α
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Τότε  Ε(Ω2)=
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	[image: image35.emf][functions]y1=a/x[rparameters]a=2.0[nparameters]nrPts=240[intervals][-10.000000,0.000000),(0.000000,10.000000)[nrofpoints]nrPts[comments]Theinversefunctiondefinedovertwointervalstoavoiddivisionbyzero.
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	4γ . Το εμβαδό  του  ανοικτού  χωρίου  Ω που ορίζεται από την Cf  και τoυς άξονες  y΄y , χ΄χ υπολογίζεται  ως  εξής
             Ε(Ω) = Ε(Ω1) +Ε(Ω2)
        όπου  Ω1  , Ω2  τα  χωρία  των  περιπτώσεων  4β ,4α 

	[image: image36.emf][functions]y1=a/x[rparameters]a=2.0[nparameters]nrPts=240[intervals][-10.000000,0.000000),(0.000000,10.000000)[nrofpoints]nrPts[comments]Theinversefunctiondefinedovertwointervalstoavoiddivisionbyzero.
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Άσκηση 4   Αφού πρώτα κάνετε ένα πρόχειρο σχήμα ,  να βρεθεί το εμβαδό του ανοιχτού χωρίου που ορίζεται: 
α)  Από την γραφική παράσταση της f(x)=
[image: image37.wmf]2

1

x

 ,  τον άξονα χ΄χ , και είναι δεξιά της ευθείας x=1
β)  Από την γραφική παράσταση της f(x)=
[image: image38.wmf]2
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 ,  τον άξονα χ΄χ , και τις ευθείες  x=0 , x=1
γ)  Από την γραφική παράσταση της f(x)=
[image: image39.wmf]2
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x

 ,  τον άξονα χ΄χ , και την ευθεία  x=0 

Άσκηση 5   Έστω η συνάρτηση f(x)=2x+
[image: image40.wmf]4

x

 , x>0. 
α) Να δείξετε ότι το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης f ,  τον άξονα χ΄χ  και τις ευθείες x=λ , x=λ+1 , όπου λ>0 , είναι Ε(λ)=2λ+1+4ln(1+
[image: image41.wmf]1
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)
β) Να προσδιορίσετε την τιμή του λ για την οποία το εμβαδό Ε(λ) γίνεται ελάχιστο   
Άσκηση 6   α) Αν h , g συνεχείς στο [α,β] με h(x)>g(x) , για κάθε x
[image: image42.wmf]Î

[α,β] , να δειχθεί 
[image: image43.wmf]h(x)dxg(x)dx
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β) Δίνεται η παραγωγίσιμη στο 
[image: image44.wmf]¡

 συνάρτηση f για την οποία f(x)-e -f(x)= x-1 , x
[image: image45.wmf]Î


[image: image46.wmf]¡

 και f(0) = 0 
i)  Nα εκφρασθεί η f ΄ ως συνάρτηση της f   ii) Να δείξετε ότι 
[image: image47.wmf]x

<f(x)<xf(x)
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, για κάθε x>0        
iii) Να δείξετε ότι 
[image: image48.wmf]11
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<<

, όπου Ε το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την Cf  , τον χ΄χ και τις x=0 , x=1

	5. Χωρίο που ορίζεται από γραφικές παραστάσεις περισσοτέρων των δύο συναρτήσεων 

    (οι οριζόντιες ευθείες , ο άξονας χ΄χ , οι εφαπτόμενες  κ.τ.λ. θεωρούνται γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων)
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[image: image50.wmf]·

 Κάνουμε ένα πρόχειρο σχήμα  και βρίσκουμε  τις κορυφές του

[image: image51.wmf]·

 Από κάθε κορυφή φέρουμε κατακόρυφες ευθείες και χωρίζουμε το χωρίο σε μικρότερα χωρία της περίπτωσης 2.

[image: image52.wmf]·

 Το εμβαδό του χωρίου είναι:
    Ε(Ω)= 
[image: image53.wmf]òòò
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  (σχήμα)


Άσκηση 7   Αφού πρώτα κάνετε ένα πρόχειρο σχήμα , να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται
α) Από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x)=3x , g(x)=x  και τις ευθείες  y=3  και x=0

β) Από την γραφική παράσταση  της  f(x)=
[image: image54.wmf]x

 , την εφαπτομένη στο σημείο  Α(1,1)  και τον άξονα  χ΄χ
	6. Χωρίο που ορίζεται από την γραφική παράσταση της αντίστροφης συνάρτησης f -1   
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[functions]y1=sqrt(x)[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=1000[intervals][0.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.
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[image: image56.wmf]·

Το εμβαδό του χωρίου Ω μεταξύ 
[image: image57.wmf]1
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 , χ΄χ  και x=α 
είναι ίσο με το εμβαδό μεταξύ των  Cf , y΄y και y=α
(λόγω συμμετρίας των 
[image: image58.wmf]1
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, Cf  ως προς την ευθεία y=x)

Επομένως θα είναι:
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Ε(Ω)=
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                                                             (όπου f(β)=α)


Άσκηση 8
Δίνεται η συνάρτηση f(x)= ex+x-1

α)  Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία.
β)  Να δειχθεί ότι η f αντιστρέφεται και να βρεθεί το πεδίο ορισμού της αντίστροφής της f -1
γ)  Να  υπολογισθεί το εμβαδό του χωρίου μεταξύ της γρ. παράστασης της  f -1 , του άξονα  χ΄χ και της ευθείας x=e 
Άσκηση 9  Έστω η συνάρτηση f(x)=x5+x3+x   
α) Να μελετήσετε την f  ως προς την μονοτονία , τα κοίλα  και να δείξετε ότι η f έχει αντίστροφη 

β) Να δείξετε ότι f(ex)
[image: image62.wmf]³

f(1+x) , για κάθε x
[image: image63.wmf]Î

¡


γ) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο (0,0) είναι άξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων της f και της f -1
δ) Να υπολογισθεί το εμβαδό του χωρίου μεταξύ της γρ. παράστασης της  f -1 , του άξονα  χ΄χ και της ευθείας x=3
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