ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο – ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ  

ΑΟΡΙΣΤΟ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ  (§3.1)
Παράγουσα ( ή αρχική) συνάρτηση

Ορισμός:  Η  συνάρτηση F  λέγεται  παράγουσα   της  f  που  ορίζεται στο διάστημα  Δ  όταν  :

F΄(x) = f(x) , για  κάθε  
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Προσοχή!  Μιλάμε για παράγουσα της f μόνο όταν η f  ορίζεται σε διάστημα 
Παρατήρηση   Κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστημα Δ , έχει παράγουσα στο διάστημα αυτό         (χωρίς απόδειξη)
	Θεώρημα:

Έστω η F είναι μία παράγουσα της f  στο διάστημα Δ. Τότε:
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H συνάρτηση 

   G(x)=F(x)+c , με c
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 σταθερά , είναι παράγουσα της f στο Δ
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Κάθε παράγουσα  G της f στο Δ , έχει μορφή

   G(x)=F(x)+c , με c
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Παρατήρηση  Η παράγουσα  μιας συνάρτησης f  (αν υπάρχει) , δεν είναι  μοναδική 

Αόριστο  ολοκλήρωμα
Ορισμός : Αόριστο  ολοκλήρωμα (ή   ολοκλήρωμα)  της  f  στο διάστημα  Δ  λέγεται τo  σύνολο όλων των  παραγουσών της  f  στο Δ.      
Συμβολίζεται  
[image: image8.wmf]f(x)dx
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      και διαβάζεται   « ολοκλήρωμα f του  x ντε x » 
Το x  λέγεται  μεταβλητή  ολοκλήρωσης.
Ολοκλήρωση  λέγεται  η  διαδικασία  με  την  οποία  βρίσκουμε   το  αόριστο  ολοκλήρωμα   μίας  συνάρτησης.  Γενικά  η  ολοκλήρωση  είναι   πιο  επίπονη   από  την  παραγώγιση  και  ποικίλει   ανάλογα    με   την   μορφή    της   συνάρτησης .  Εξ  άλλου  υπάρχουν  συναρτήσεις  που  τα  αόριστα ολοκληρώματά  τους  δεν  υπολογίζονται  στοιχειωδώς  (δηλαδή  να  εκφράζονται  με  την  βοήθεια  γνωστών  συναρτήσεων ). Στην  περίπτωση  αυτών   των  συναρτήσεων  τα  ολοκληρωματά  τους  εκφράζονται  με  την  βοήθεια  δυναμοσειρών (δηλαδή  απείρων  αθροισμάτων   δυνάμεων   του  x)
Βασικές  ιδιότητες του ολοκληρώματος 
1. Αν  F  παράγουσα της f στο διάστημα Δ, τότε  
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2. Αν   F , G  παράγουσες  της  f  τότε                                                                                                           α)  F ΄(x)=G ΄(x)    και     β)  F(x) = G(x)+c , 
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, για κάθε 
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3. Αν  F   παράγουσα  της  f   στο  διάστημα  Δ  τότε   
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4. 
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  όπου  f  παραγωγίσιμη σε  διάστημα  Δ.
5. 
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6. Γραμμικότητα  του  ολοκληρώματος
α)
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       και  γενικά
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Ο υπολογισμός του ολοκληρώματος  (Μέθοδοι)
Α.  Απλή ολοκλήρωση 
Εφαρμόζουμε τις βασικές ιδιότητες του ολοκληρώματος  και κυρίως την ιδιότητα της γραμμικότητας σε συνδυασμό με τα  ολοκληρώματα των βασικών συναρτήσεων που αναφέρονται στον  ΠΙΝΑΚΑ  I
Ειδικά:

1)  Εάν  η  συνάρτηση  είναι ή μπορεί  να  γραφεί  ως  γραμμικός  συνδυασμός   βασικών συναρτήσεων  κάνουμε  χρήση  του πίνακα  αορίστων  ολοκληρωμάτων    (ΠΙΝΑΚΑΣ I )  

2)  Εάν  στη  θέση  της μεταβλητής  x  του  βασικού  ΠΙΝΑΚΑ  I   έχουμε  συνάρτηση  f(x)  τότε:
· εμφανίζουμε  την   f ΄(x)  ( αν  δεν υπάρχει)

· Με διορθωτικές  πράξεις  φέρουμε το ολοκλήρωμα  στη μορφή  
[image: image33.wmf]g(f(x))f(x)dx
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          (δηλ.  έχουμε  παράγωγο  σύνθετης συνάρτησης)

· Τότε  το  ολοκλήρωμα  ισούται με   
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]

g(f(x))dx
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= g(f(x))+c    (ΠΙΝΑΚΑΣ  II ) 
       (δηλ. ο  (ΠΙΝΑΚΑΣ  I)  με  το   f(x)  στην  θέση  του  x )
3)  Γράφουμε την  προς  ολοκλήρωση  συνάρτηση  με  μορφή  παραγώγου κάποιας  συνάρτησης οπότε  με  την    ιδιότητα   
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 το ολοκλήρωμα  υπολογίζεται    (ΠΙΝΑΚΑΣ  III)
Oι υπόλοιπες μέθοδοι ( που εξετάζονται στην §3.2 ) είναι: 
Β.  Ολοκλήρωση  κατά παράγοντας 
Γ.  Ολοκλήρωση  με  αντικατάσταση

Δ.  Αναγωγική μέθοδος   
και εφαρμόζονται  ανάλογα  με  την  μορφή  της  συνάρτησης  με  ειδικά  τεχνάσματα  κατά  περίπτωση.
	ΠΙΝΑΚΑΣ  I                            ΑΟΡΙΣΤΩΝ   ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ
(ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ)
	ΠΙΝΑΚΑΣ  II
ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΣΥΝΘΕΤΩΝ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
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	ΠΙΝΑΚΑΣ  III        ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ  ΣΤΗΝ ΜΟΡΦΗ  
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	Ειδικά  όταν f(x)=αx+β :      
[image: image167.wmf]ò


[image: image168.wmf]g(

αx+β)dx=

¢


[image: image169.wmf]ò


[image: image170.wmf]1

g(

αx+β)

α

éù

êú

ëû



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image171.wmf]1

dxg(

αx+β)c

α

¢

=+



	με άμεσες εφαρμογές  στα  ολοκληρώματα:
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Άσκηση 1   Να υπολογισθούν τα ολοκληρώματα:
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Άσκηση 2   Να υπολογισθούν τα ολοκληρώματα:
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Άσκηση 3  Να υπολογισθούν τα ολοκληρώματα:
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Παρατήρηση για τις ασκήσεις:  Πολλές από τις παραπάνω ασκήσεις λύνονται και με άλλες μεθόδους , όπως: 
της ολοκλήρωσης κατά παράγοντας και της ολοκλήρωσης με αντικατάσταση
[image: image310.wmf]Þ


Άσκηση 4  Να βρεθεί η συνάρτηση f για την οποία ισχύει f ΄(x)=3x2-5
και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο Α(-1,3)

Άσκηση 5  Να βρεθεί η συνάρτηση f αν για κάθε x
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) ισχύει 

f ΄(x)e f(x)=2x+1 , και η γραφική της παράσταση στο σημείο Α(1,f(1))
έχει εφαπτομένη με συντελεστή διεύθυνσης 
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Άσκηση 6    Να βρεθεί η συνάρτηση f για την οποία ισχύει f ΄΄(x)=12x2+2

και η εφαπτομένη της Cf  στο σημείο Α(1,1) έχει συντελεστή διεύθυνσης 3

Άσκηση 7  α) Να βρεθεί η συνάρτηση f: 
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η οποία έχει την ιδιότητα  f ΄(x)+f(x)=1+e-x , για κάθε  x
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, και η κλίση της στο x0=0 είναι 2.        β) Να υπολογισθεί το ολοκλήρωμα 
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f(x)dx 

Άσκηση 8  O πληθυσμός Ν(t), σε εκατομμύρια, μιας κοινωνίας βακτηρηδίων αυξάνεται με ρυθμό Ν΄(t)=
[image: image280.wmf]t
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 ανά λεπτό. Να βρείτε την αύξηση του πληθυσμού στα πρώτα 60 λεπτά

Άσκηση 9  Η αξία μιας μηχανής που εκτυπώνει βιβλία μειώνεται με το χρόνο t , σύμφωνα  με τη συνάρτηση f(t)=
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2
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0, όπου Α ένας θετικός αριθμός . Ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους K(t) , από την πώληση των βιβλίων που εκτυπώνει η συγκεκριμένη μηχανή , δίνεται από τη συνάρτηση K΄(t)= 
[image: image284.wmf]A
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0 και υποθέτουμε ότι Κ(0)=0 . Να βρεθεί η χρονική στιγμή κατά την οποία πρέπει να  πουληθεί η μηχανή , έτσι ώστε το συνολικό κέρδος P(t) από τα βιβλία που  πουλήθηκαν συν την αξία της μηχανής να γίνεται μέγιστο,  καθώς και η συνάρτηση Κ(t).
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Άσκηση 10  Να βρείτε τις αρχικές της συνάρτησης  f(x) = 2
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 + 1, x
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Άσκηση 11  Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: 
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  με  f(3) = 7,
 η οποία  για κάθε x
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   ικανοποιεί τη σχέση: f ΄(x) = 
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α) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
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2

x

dx.  
β) Να βρείτε τη συνάρτηση f.
Άσκηση 12  Έστω η συνεχής συνάρτηση f: 
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και F μια αρχική της. 
Αν f(1)=2 και για κάθε x
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 είναι    f(x) =2x
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Άσκηση 13  Έστω η συνεχής συνάρτηση f: 
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και F μια αρχική της,
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Aν f(1)=1 και για κάθε x
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 είναι   f(x)F(2-x)=1 τότε:
α) Να δείξετε ότι f(2-x)F(x)=1 για κάθε x
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β) Να δείξετε ότι F(2-x)F(x)=1 για κάθε x
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γ) Να βρείτε τον τύπο της f
►  Απλή ολοκλήρωση Ι


Η συνάρτηση είναι  ή  γίνεται γραμμικός συνδυασμός βασικών συναρτήσεων


Χρήση του ΠΙΝΑΚΑ  Ι








►  Απλή ολοκλήρωση ΙΙ


Εμφανίζουμε την συνάρτηση στην μορφή  g ΄(f(x)) f ΄(x) 


όπου g είναι μια βασική συνάρτηση


Χρήση του ΠΙΝΑΚΑ  ΙΙ








►  Απλή ολοκλήρωση ΙΙΙ


Μετασχηματίζουμε την συνάρτηση σε μορφή παραγώγου G΄(x)


Χρήση του ΠΙΝΑΚΑ  ΙΙΙ 


και των  εφαρμογών  του








► Εύρεση συνάρτησης  f


Θα δίνεται μια σχέση της μορφής 


f΄(x)=g(x) με g(x) γνωστή συνάρτηση


� EMBED Equation.DSMT4  ���Ολοκληρώνουμε κατά μέλη 


       � EMBED Equation.DSMT4  ���f΄(x)dx =� EMBED Equation.DSMT4  ���g(x)dx 


� EMBED Equation.DSMT4  ���           f(x) = G(x)+c


όπου G(x) είναι μία παράγουσα της g





Αν η σχέση έχει μορφή    f΄(x)=g΄(x)


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Ολοκληρώνουμε κατά μέλη 


       � EMBED Equation.DSMT4  ���f΄(x)dx =� EMBED Equation.DSMT4  ���g΄(x)dx 


� EMBED Equation.DSMT4  ���           f(x) = g(x)+c








►  Εύρεση αρχικής  σε ένωση διαστημάτων


Όταν Δ = Δ1� EMBED Equation.DSMT4  ���Δ2 


τότε από την σχέση 


f ΄(x)=φ΄(x)  παίρνουμε � EMBED Equation.DSMT4  ���  


Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο Δ, 


προσδιορίζουμε τα c1  και c2 








►  Ισότητα με συνάρτηση f και αρχική F


Συνήθως :


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Γίνεται χρήση της ιδιότητας F΄= f


� EMBED Equation.DSMT4  ���  Παραγωγίζουμε  ή ολοκληρώνουμε   
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