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ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  (§1.2)
Ορισμοί:
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Συνάρτηση  f  από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β  (συμβολισμός  f : A
[image: image2.wmf]®

 B) λέγεται μια διαδικασία σύμ- φωνα με την οποία σε κάθε στοιχείο του συνόλου Α αντιστοιχίζεται ένα και μόνο ένα στοιχείο του συνόλου Β .
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Το σύνολο A  λέγεται πεδίο ορισμού ( συμβολίζουμε και  Αf  ή  Df )  ενώ το  B λέγεται σύνολο άφιξης 

Παράδειγμα:  Εξετάστε αν οι παρακάτω αντιστοιχίσεις είναι συναρτήσεις
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Τιμή της f  στο x (Συμβολικά  f(x) ): Λέγεται το στοιχείο y του συνόλου Β στο οποίο αντιστοιχίζεται 
το στοιχείο x  του  συνόλου Α  μέσω της συνάρτησης f . Γράφουμε  y = f(x)
	
[image: image9.wmf]·

Σύνολο τιμών f(A): Ονομάζεται το σύνολο όλων των τιμών που μπορεί να πάρει η f  για όλα τα x(A
Δηλ.  f(A)={ y(B / υπάρχει τουλάχιστον ένα   x (Α   με   f(x)= y }   Πάντα είναι  f(A) 
[image: image10.wmf]Í

Β
	[image: image11.emf]

άτιτλο-m





άτιτλο-n



A

B

f(A)

x

y=f(x)





[image: image12.wmf]·

Αν Β(R , η συνάρτηση f : A( B  λέγεται πραγματική συνάρτηση
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Τύπος  της συνάρτησης ονομάζεται μια παράσταση του x  σύμφωνα με την οποία γίνεται η αντιστοίχιση των στοιχείων x(A  στα στοιχεία y(B .


[image: image14.wmf]·

Ανεξάρτητη μεταβλητή λέγεται η μεταβλητή x  η οποία παριστάνει ένα οποιοδήποτε στοιχείο του συνόλου Α.
 ( Oνομάζεται ανεξάρτητη διότι παίρνει ελεύθερα τιμές από το σύνολο Α )


[image: image15.wmf]·

Εξαρτημένη μεταβλητή λέγεται η μεταβλητή - τιμή  y  ή  f(x)  που ανήκει στο Β και στην  οποία αντιστοιχίζεται κάποιο στοιχείο x(A . ( Ονομάζεται εξαρτημένη διότι η τιμή της εξαρτάται από κάποιο x(A )

[image: image16.wmf]·

Σε μία συνάρτηση f : A( B  ισχύει:    Αν x1=x2 τότε f(x1)=f(x2)  ή αλλιώς     Αν  f(x1)
[image: image17.wmf]¹

f(x2)  τότε  x1
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x2 
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Άσκηση 1: Να βρεθεί ο λ
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  να είναι τύπος συνάρτησης

[image: image21.wmf]·

Αν f(x)=c  για  κάθε x
[image: image22.wmf]Î

A , η f  λέγεται σταθερή στο Α   (άσκ. 2)
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Αν f(x)=0  για  κάθε x
[image: image24.wmf]Î

A , η f  λέγεται μηδενική στο Α
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Αν f(x)=x  για  κάθε x
[image: image26.wmf]Î

A , η f  λέγεται ταυτοτική στο Α

Άσκηση 2: Αν για τις συναρτήσεις f , g ισχύει [f(x)]2+[g(x)]2+2=2(f+g)(x) τότε οι f , g είναι σταθερές συναρτήσεις
Παρατηρήσεις : 

I) Για να είναι μια συνάρτηση f  καλά ορισμένη θα πρέπει να δίνονται : 

α)  το πεδίο ορισμού Α     β) το σύνολο  άφιξης  Β    γ)  ο τύπος  της συνάρτησης f .

Αν  δεν δίνεται το  Β , σαν σύνολο άφιξης θεωρούμε το 
[image: image27.wmf]¡

.
II)  Πρακτικά για μια συνάρτηση δίνεται  μόνο ο τύπος της. Στην περίπτωση αυτή :

«Το πεδίο ορισμού Α το βρίσκουμε παίρνοντας υπ’ όψιν όλους τους δυνατούς περιορισμούς  για τους οποίους έχει  νόημα ο τύπος της συνάρτησης».
[image: image221.wmf]P(x)
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Άσκηση 3: Να  βρεθούν τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων με τύπους:

α) 
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β)
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f(x)=P(x)


γ) 
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δ) 
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ε) 
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Nα απλοποιηθεί ο τύπος της συνάρτησης
στ) 
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Συναρτήσεις με γνωστό πεδίο ορισμού  Α
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   f(x)=ημx               

A=
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   f(x)=συνx             

A=
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   f(x)=εφx                

A=
[image: image40.wmf]¡

-{x/x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image42.wmf]¡

 , x=κπ+
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image45.wmf]¢

}
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   f(x)=σφx                

A=
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-{x/x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image49.wmf]¡

 , x=κπ , κ
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image51.wmf]¢

}
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   f(x)= αx  ,  α>0 , α
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1            A=
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   f(x)= ex                  

A=
[image: image56.wmf]¡

 

[image: image57.wmf]·

   f(x)=logx               

A=(0,+
[image: image58.wmf]¥

)
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   f(x)=lnx                 

A=(0,+
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Προσοχή!
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 f(x)=αg(x) , α>0 , α
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1            A είναι το πεδίο ορισμού της g
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 f(x)=eg(x) ,  α>0 , α
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1           A είναι το πεδίο ορισμού της g

[image: image65.wmf]a

 f(x)=log g(x)                         Α είναι η τομή του Αg και του συνόλου λύσεων της ανίσωσης g(x)>0

[image: image66.wmf]a

 f(x)=ln g(x)                           Α είναι η τομή του Αg και του συνόλου λύσεων της ανίσωσης g(x)>0
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 f(x)=[φ(x)]g(x)                        Α είναι η τομή του Aφ , του Αg  και του συνόλου λύσεων της ανίσωσης φ(x)>0
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 f(x)=ημ[g(x)]               
A=Ag

[image: image69.wmf]a

 f(x)=συν[g(x)]            
A= Ag
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 f(x)=εφ[g(x)]              
A= Ag -{x/x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image72.wmf]¡

 ,g(x)=κπ+
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image75.wmf]¢

}
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 f(x)=σφ[g(x)]             
A= Ag -{x/x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image78.wmf]¡

 , g(x)=κπ , κ
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image80.wmf]¢

}
Γραφική παράσταση συνάρτησης
	
[image: image81.wmf]·

Γραφική παράσταση (διάγραμμα) συνάρτησης  f  ( f : A
[image: image82.wmf]®

 
[image: image83.wmf]¡

): είναι το σύνολο όλων των σημείων M του επιπέδου με συντεταγμένες της μορφής 
(x , f(x)) με  x(A.   Συμβολισμός  Cf .

[image: image84.wmf]·

Εξίσωση γραφικής παράστασης της f: Είναι η εξίσωση

 y = f(x) , όπου f(x) είναι ο τύπος της συνάρτησης f .


[image: image85.wmf]·

Χαρακτηριστική ιδιότητα της y = f(x): Ένα σημείο Μ(x,y) ανήκει στην γραφική παράσταση Cf αν οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση  y = f(x) και αντιστρόφως.

!!! Οποιαδήποτε κάθετη ευθεία στον άξονα xx΄ τέμνει τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης το πολύ σε ένα σημείο.
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	Παράδειγμα:
Δείτε ποιες γραμμές είναι γραφικές παρα-

στάσεις συναρτήσεων
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!!! Σημεία προσοχής στις γραφικές παραστάσεις
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Η τιμή της f :Α
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 στο x0 
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A, είναι η τεταγμένη y0  του σημείου τομής  M της ευθείας x=x0 και της γραφικής παράστασης Cf
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[image: image95.wmf]·

Το πεδίο ορισμού της f είναι το σύνολο Α των τετμημένων των σημείων της γραφικής παράστασης Cf
Δηλαδή η προβολή της γραφικής παράστασης στον άξονα  χ΄χ
	

	
[image: image96.wmf]·

 Το σύνολο τιμών της f είναι το σύνολο f(Α) των τεταγμένων των σημείων της γραφικής παράστασης Cf 

Δηλαδή η προβολή της γραφικής παράστασης στον άξονα y΄y
π.χ. Α=[α,β]     και  f(A)=[κ,λ]
	


	
[image: image97.wmf]·

Aν είναι γνωστό το διάγραμμα της g τότε ισχύει:
i) Το διάγραμμα  της συνάρτησης f(x)=g(x)+c , με c>0
( αντιστοίχως c<0)
προκύπτει από τη κατακόρυφη μετατόπιση του διαγράμ- ματος της συνάρτησης g κατά c μονάδες προς τα πάνω
( αντιστοίχως προς τα κάτω).
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	ii) Το διάγραμμα  της συνάρτησης f(x)=g(x+c), με c>0
( αντιστοίχως  c<0)
προκύπτει από την oριζόντια μετατόπιση του διαγράμμα- 

τος της συνάρτησης g   κατά c  μονάδες προς τα αριστερά 
( αντιστοίχως δεξιά)
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[image: image102.wmf]·

Η γραφική παράσταση  της συνάρτησης f(x)= - g(x) είναι συμμε- τρική του διαγράμματος της συνάρτησης g ως προς τον άξονα  χ΄χ
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[image: image104.wmf]·

Η γραφική παράσταση  της συνάρτησης  f(x)= |g(x)| αποτελείται

[image: image105.wmf]a

 από τα τμήματα της y=g(x) που βρίσκονται πάνω από τον χ΄χ

[image: image106.wmf]a

από τα συμμετρικά ως προς τον χ΄χ  των τμημάτων της y=g(x) που βρίσκονται κάτω από τον χ΄χ
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[functions]y1=2^x-1[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a
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[functions]y1=1-2^x[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a
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[functions]y1=x^2-4[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a
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[functions]y1=abs(x^2-3.6)[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a
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[image: image108.wmf]·

 Η γραφική παράσταση  της συνάρτησης  f(x)= g(-x)  είναι συμμετρική της γρ. παράστασης της g ως προς  τον άξονα  y΄y

	[image: image109.emf][functions]y1=exp(x)[rparameters]a=2.0,b=3.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a= 2.0000
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 Οι τετμημένες των κοινών σημείων της Cf με τον χ΄χ προκύπτουν από την λύση της εξίσωσης f(x)=0  (ρίζες της f)
    
[image: image112.wmf]a

 Τo κοινό σημείο της Cf  με τον y΄y είναι το (0, f(0))
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[image: image114.wmf]·

Στα διαστήματα που η Cf  είναι πάνω (αντ. κάτω) από τον χ΄χ ,

   οι τιμές της συνάρτησης f είναι θετικές (αντ. αρνητικές)       π.χ. 
[image: image115.wmf]a

Στο σχήμα οι ρίζες της f  είναι oι x1 , x2 , x3   
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Στα διαστήματα  (α,x1) , (x2 ,x3)  είναι  f(x)<0 
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Στα διαστήματα  (x1 , x2)  , (x3 , β) είναι f(x)>0
	


	
[image: image118.wmf]·

 Οι τετμημένες των κοινών σημείων δύο γραφικών παραστάσεων    Cf  και Cg  προκύπτουν από την λύση της εξίσωσης  f(x) = g(x)


[image: image119.wmf]·

 Στα διαστήματα που η Cf  είναι πάνω από την  Cg (αντ. κάτω) 

είναι f(x)>g(x)  (αντ.  f(x)<g(x) )                                                  π.χ. 
[image: image120.wmf]a

Στο σχήμα οι ρίζες f(x)=g(x) είναι οι  x1 , x2  
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Στα διαστήματα  (-
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,x1) και  (x2 , +
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)  είναι  f(x)<g(x) 

[image: image124.wmf]a

Στo διάστημα   (x1 , x2)  είναι f(x)>g(x)
Άσκηση 4: Για ποιες τιμές του x
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:

α) Το διάγραμμα της  
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x-3

f(x)=

x-3x+2

 είναι πάνω από τον άξονα χ΄χ
β) Το διάγραμμα της  f(x)=x3+3x2+x+1είναι πάνω από το διάγραμμα της g(x)=x2+2x+3
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Άσκηση 5: Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f(x)=x4-(α+1)x2+βx+3 και g(x)=(α+2)x2+(2-β)x-1 τέμνονται πάνω στις ευθείες x=1 και x=2. Nα βρείτε  i) τα  α, β   ii) Τα άλλα κοινά σημεία των   Cf  , Cg
Ισότητα συναρτήσεων
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Δύο συναρτήσεις  f, g  είναι ίσες όταν έχουν:

[image: image129.wmf]a

Ίδιο πεδίο ορισμού  Α     ( Αf = Αg )      και 
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f(x) = g(x) για κάθε x
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A
Παρατήρηση: Δύο συναρτήσεις f : A
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  και g: B
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 μπορεί να είναι ίσες σε ένα υποσύνολο Δ του πεδίου ορισμού τους  (σχήμα)
	[image: image136.emf]C
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g

Δ

CCfgΔ




[image: image228.wmf]·

Άσκηση 6: Να εξετάσετε αν είναι ίσες οι συναρτήσεις 


[image: image137.wmf]2

f(x)=x-x-6

καιg(x)=x+2x-3


Άσκηση 7: Να βρεθεί το λ
[image: image138.wmf]Î

¡

 ώστε οι συναρτήσεις 

[image: image139.wmf]3

λx+λ+2x+4λ-1

f(x)=

καιg(x)=

x-

λ-43x+λ

  να είναι ίσες
Άσκηση 8: Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις h , f , g είναι ίσες όταν

για κάθε x
[image: image140.wmf]Î

¡

: f(x)[f(x)-g(x)]+ g(x)[g(x)-h(x)]+ h(x)[h(x)-f(x)]=0
Πράξεις με συναρτήσεις
Αν f  και g συναρτήσεις με πεδία ορισμού  A και Β αντίστοιχα  και Α
[image: image141.wmf]Ç

Β η τομή των Α και Β (κοινά σημεία), ορίζονται οι παρακάτω συναρτήσεις:

[image: image142.wmf]·

Το άθροισμα  f+g  που έχει: 
[image: image143.wmf],

Πεδίοορισμού:τοσύνολοΑΒ=Δ

Τιμές:(f+g)(x)=f(x)+g(x)γιακάθεxΔ

Ç

ì

í

Î

î

  


[image: image144.wmf]·

Τη διαφορά  f-g  που έχει: 
[image: image145.wmf],

Πεδίοορισμού:τοσύνολοΑΒ=Δ

Τιμές:(f-g)(x)=f(x)-g(x)γιακάθεxΔ

Ç

ì

í

Î

î

  

[image: image146.wmf]·

Το γινόμενο  f
[image: image147.wmf]×

g  που έχει: 
[image: image148.wmf],

Πεδίοορισμού:τοσύνολοΑΒ=Δ

Τιμές:(fg)(x)=f(x)g(x)γιακάθεxΔ

Ç

ì

í

××Î

î

 

[image: image149.wmf]·

Το πηλίκο 
[image: image150.wmf]f

g

 που έχει: 
[image: image151.wmf],

Πεδίοορισμού:τοσύνολοΑΒ-{x / g(x)0}

f(x

f

Τιμές:()(x)=γιακάθεxΔ

gg(x)

D=Ç¹

ì

ï

í

Î

ï

î

 

[image: image152.wmf]·

Το γινόμενο  λf που έχει: 
[image: image153.wmf],

Πεδίοορισμού:τοσύνολοΔ=Α

Τιμές:(λf)(x)=λf(x)γιακάθεxΔ

ì

í

Î

î
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 Η δύναμη fν  που έχει: 
[image: image155.wmf](

)

,

Πεδίοορισμού:τοσύνολοΔ=Α

ν

ν

Τιμές:f(x)=f(x)γιακάθεxΔ

ì

ï

í

Î

ï
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Άσκηση 9:    Αν 
[image: image156.wmf]2
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x1,1x5

f(x)   

και   g(x)=
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να ορίσετε τις συναρτήσεις:     f+g  ,   f
[image: image157.wmf]×

g ,   
[image: image158.wmf]f

g


Εύρεση του τύπου συνάρτησης
Mερικές φορές ο τύπος μιας συνάρτησης με πεδίο ορισμού Α βρίσκεται όταν γνωρίζουμε κάποια:
[image: image230.wmf]Î


[image: image159.wmf]·

Συναρτησιακή εξίσωση: 
Άσκηση 10: Αν για κάθε x
[image: image160.wmf]Î


[image: image161.wmf]*

¡

 ισχύει εξίσωση  f(x)+xf(-x)=x3-1 ,

 να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης  f               
[image: image231.wmf]·


[image: image162.wmf]·

Συναρτησιακή σχέση: 
Άσκηση 11: Αν για την συνάρτηση f :
[image: image163.wmf]®

¡¡

, είναι f(0)=1 και ισχύει η σχέση

f(x+3y)-f(x-3y) =12xy , για κάθε x , y 
[image: image164.wmf]Î

¡

, να βρεθεί ο τύπος της f
Άσκηση 12: Να βρεθεί η συνάρτηση f :
[image: image165.wmf]®

¡¡

, όταν για κάθε x , y 
[image: image166.wmf]Î

¡


                     ισχύει η σχέση  f(x-y)=f(x)f(y)
Άσκηση 13: Αν για την f :
[image: image167.wmf]®

¡¡

 ισχύει η σχέση  
                f(xy)=xf(x)+yf(y)-xy  για κάθε x , y 
[image: image168.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image169.wmf]¡

, να βρεθεί ο τύπος της 
Άσκηση 14: Aν για την f :
[image: image170.wmf]®

¡¡

 ισχύουν f(x)
[image: image171.wmf]³

x  και  f(x+y) 
[image: image172.wmf]³

f(x)+f(y)  
                    για κάθε x , y 
[image: image173.wmf]Î

¡

 , να δειχθεί f(x)=x
Σύνθεση συναρτήσεων
	Έστω οι συναρτήσεις  f : Α 
[image: image174.wmf]®

¡

  ,  g : Β
[image: image175.wmf]®

¡


Ορισμός:  Σύνθεση της f με την g: 
Λέγεται η συνάρτηση (που συμβολίζεται) g
[image: image176.wmf]o

f        που έχει:

[image: image177.wmf]·

Πεδίο ορισμού:   Α1 = {x / x
[image: image178.wmf]Î

A και  f(x) 
[image: image179.wmf]Î

B}        και

[image: image180.wmf]·

Tιμές:   (g
[image: image181.wmf]o

f)(x)=g(f(x)) , για κάθε x
[image: image182.wmf]Î

 Α1
Παρατηρήσεις: 


[image: image183.wmf]a

Η  g
[image: image184.wmf]o

f  ορίζεται όταν Α1 
[image: image185.wmf]¹Æ

                       ή αλλιώς 

[image: image186.wmf]a

Η  g
[image: image187.wmf]o

f  ορίζεται όταν  f(A)
[image: image188.wmf]Ç

B
[image: image189.wmf]¹Æ



[image: image190.wmf]a

Aν Dg=
[image: image191.wmf]¡

,τότε το πεδίο ορισμού της  g
[image: image192.wmf]o

f  είναι το Αf
Ιδιότητες 

[image: image193.wmf]·

 g
[image: image194.wmf]o

f
[image: image195.wmf]¹

f
[image: image196.wmf]o

g                       (η σύνθεση δεν είναι αντιμεταθετική)

[image: image197.wmf]·

 h
[image: image198.wmf]o

(g
[image: image199.wmf]o

f =(h
[image: image200.wmf]o

g)
[image: image201.wmf]o

f            (η σύνθεση  είναι προσεταιριστική)
	[image: image202.emf]Α
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A1f(A)xy=f(x)z=g(y)=g(f(x))fgf
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Άσκηση 15: Να βρεθεί η σύνθεση   g
[image: image203.wmf]o

f  ,  f 
[image: image204.wmf]o

g ,  g
[image: image205.wmf]o

g   ,  f
[image: image206.wmf]o

f  των συναρτήσεων

[image: image232.wmf]o

α) 
[image: image207.wmf]2

f(x)=9-x

καιg(x)=x-4

       β) 
[image: image208.wmf]2x

f(x)=

καιg(x)=x-1

x-2

              
γ) f(x)= 
[image: image209.wmf]x

x

e

e-1

    και  g(x)=ln(x-1)
Άσκηση 16:  Να βρείτε την σύνθεση της g  με την f   ( f 
[image: image210.wmf]o

g ) για τις

                
[image: image211.wmf]2x+1 ,  4<x<6x+1 ,  2<x<4

f(x)=

καιg(x)=

x-2   ,  6x<8x-1  ,  4x<7
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Άσκηση 17:  Να  βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρτησης φ   όταν   φ(x)=f(1-
[image: image212.wmf]2

x3x

-

) , αν   Af = [-1,1]  
Άσκηση 18:  Oι συναρτήσεις f(x)=αx+1  και  g(x)=(3α-2)x+α2-1 ορίζονται στο 
[image: image213.wmf]¡

.
                Να βρεθεί η παράμετρος  α , ώστε να ισχύει  f 
[image: image214.wmf]o

f =g  ,  για κάθε x
[image: image215.wmf]Î


[image: image216.wmf]¡


[image: image233.wmf]Î
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Το σύνολο τιμών συνάρτησης
Άσκηση 19:  Nα βρεθεί το σύνολο των τιμών 
των συναρτήσεων με τύπους:
α) 
[image: image217.wmf]f(x)=1-ln(1+x-4)

             
β) f(x)= 
[image: image218.wmf]3-2-x-1

   

γ) f(x) = -x2+2x+3  ,   x 
[image: image219.wmf]Î

 [0 , 2]   
► Πολυωνυμικές συναρτήσεις:f(x)=αν�xν+ αν�-1xν-1+ …+ α1x+α0


Δεν έχουν μεταβλητή στον παρονομαστή , ούτε σε υπόριζο.


Έχουν πεδίο ορισμού Α=� EMBED Equation.DSMT4  ���.








► Ρητές συναρτήσεις: � EMBED Equation.DSMT4  ��� , P(x),Q(x) πολυώνυμα.Έχουν μεταβλητή στον παρονομαστή αλλά όχι σε υπόριζο.Έχουν πεδίο ορισμού:Α=� EMBED Equation.DSMT4  ���-{ρίζες παρ/μαστή}








► Άρρητες συναρτήσεις: � EMBED Equation.DSMT4  ���,P(x) πολυώνυμο. Έχουν μεταβλητή σε υπόρριζο.Θέτουμε τα υπόριζα � EMBED Equation.DSMT4  ���0 και λύνουμε τις ανισώσεις που προκύπτουν  για να βρούμε το Πεδίο Ορισμού.





► Γενικά


Το πεδίο ορισμού προκύπτει από τους περιορισμούς που θέτουμε ώστε να έχει νόημα ο τύπος της συνάρτησης 





► Συναρτήσεις με διπλό τύπο


Το πεδίο ορισμού τους προκύπτει από την ένωση των διαστημάτων που αναγράφονται δίπλα σε κάθε τύπο





►Το πεδίο ορισμού θα πρέπει να βρίσκεται από τον αρχικά δοσμένο τύπο ,   πριν  από τις τυχόν απλοποιήσεις του .








► Σε μία συνάρτηση με διπλό τύπο τα σύνολα των κλάδων πρέπει να έχουν το πολύ ένα κοινό σημείο.





► Τα διαστήματα στα οποία η f  είναι πάνω (κάτω) από τον χ΄χ προκύπτουν από την λύση της εξίσωσης f(x)>0 (f(x)<0)


► Τα διαστήματα στα οποία η Cf  είναι πάνω (κάτω) από την Cg προκύπτουν από την λύση της εξίσωσης f(x)>g(x) (f(x)<g(x))











► Βρίσκουμε τα πεδία ορισμού και βλέπουμε αν είναι ίσα . Τις τιμές τις βρίσκουμε μετά.








► Για να είναι ίσες οι συναρτήσεις πρέπει να έχουν ίδιο πεδίο ορισμού. 





► Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού και τις τιμές σύμφωνα με τους ορισμούς


Όταν οι συναρτήσεις έχουν κλάδους, εργαζόμαστε χωριστά για κάθε κλάδο





► Αντικαθιστούμε κατάλληλα το x στην εξίσωση για να δημιουργήσουμε ένα σύστημα με άγνωστο το  f(x)





► Συναρτησιακή σχέση: 


Είναι μία σχέση - ταυτότητα μεταξύ των τιμών f(x), f(y) μιας συνάρτησης  Συνήθως: 


� EMBED Equation.DSMT4  ���Δίνουμε κατάλληλες τιμές στα x ,y


(π.χ. x=0, x=1 κ.τ.λ.)  ή θέτουμε στην θέση των x, y κατάλληλες μεταβλητές (π.χ. x=y , x=-x , x=x/2 κ.τ.λ.)


� EMBED Equation.DSMT4  ���Συνεχίζουμε μέχρι να γίνει απαλοιφή του y , οπότε βρίσκουμε το f(x)





► Για να βρούμε την g� EMBED Equation.DSMT4  ���f  :


� EMBED Equation.DSMT4  ���Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού Α1 από την λύση του συστήματος των ανισώσεων           { x � EMBED Equation.DSMT4  ���Df  και f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���Dg}


� EMBED Equation.DSMT4  ���Βρίσκουμε τις τιμές από την σχέση


(g� EMBED Equation.DSMT4  ���f )(x)=g(f(x)) 





► Tο σύνολο τιμών f(A)   αποτελείται από 


όλα τα y� EMBED Equation.DSMT4  ��� για τα οποία η εξίσωση y=f(x) έχει λύση ως προς x μέσα στο Α.          Έτσι,


Για να βρούμε το σύνολο τιμών της f:


� EMBED Equation.DSMT4  ���Θέτουμε y=f(x) και λύνουμε την εξίσωση που προκύπτει. 


� EMBED Equation.DSMT4  ���Στην πορεία της λύσης σημειώνουμε τους περιορισμούς για τους οποίους η εξίσωση έχει λύση ως προς x μέσα στο πεδίο ορισμού


� EMBED Equation.DSMT4  ���Το σύνολο τιμών είναι το διάστημα που συναληθεύουν οι περιορισμοί
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