ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ
Α. ΠΕΔΙΟ ΟΡΙΣΜΟΥ – ΙΣΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ – ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ (§1.2)
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 Να βρεθούν τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων:

1. 
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                             9. 
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         12. 
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11. Για ποιες τιμές του λ
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 οι συναρτήσεις
      α) 
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     έχουν  πεδίο ορισμού το  
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12.α)  Να βρεθεί το  λ
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 ώστε η  f  με f(x)=
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  να είναι συνάρτηση.
     β)  Να βρεθεί το  κ
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¡

 ώστε η  f  με f(x)=
[image: image20.wmf]22

3-x,

ανx4

3x-

κ,αν4x

£

ì

í

£

î

  να είναι συνάρτηση
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 Εξετάστε αν τα παρακάτω είναι ζεύγη ίσων συναρτήσεων. Σε αντίθετη περίπτωση να βρεθεί το ευρύτερο υποσύνολο του 
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 στο οποίο οι συναρτήσεις αυτές είναι ίσες:
13. 
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f(x)=

x+1-x

 και  
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14. 
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καιg(x)= - ln(x1+x)

++



[image: image27.wmf]·

 Να προσδιορίσετε το  λ
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 ώστε οι συναρτήσεις f , g να είναι ίσες:

16. 
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18. Aν οι συναρτήσεις f  και g έχουν πεδίο ορισμού το 
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 και για κάθε x
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 ισχύει
      4x2+2(f+g)(x)
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[(f+g)(x)]2 - [(f-g)(x)]2  να δειχθεί ότι f=g .

19. Για τις συναρτήσεις 
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  να ορισθεί η  f+g.
20. Δείξτε ότι οι συναρτήσεις  f : 
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 και  g : 
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 ισχύει 
      α) 2f(x)+f(1-y)+g(x)-g(y)=3(x+1)2 – 6y  για κάθε x , y 
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 και β) g(0) = 0 , είναι ίσες.
Β. ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ (§1.2)
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 Να προσδιορίσετε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων με τους άξονες για τις συναρτήσεις 

1. 
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                 2. 
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f(x)=x+9-6x

              3.  f(x)=3x+3x-1-3
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 Nα βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f είναι πάνω από την γραφική παράσταση της g
5. f(x)=3
[image: image45.wmf]×

2x   , g(x)= 4x+2              6. f(x)=lnx2   ,   g(x)=ln2x                 7.   f(x)= 1  ,   g(x)=ln(2-
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8. Να δειχθεί ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f(x) = λ2x2+(2λ-λ2)x+1-2λ διέρχεται από σταθερό σημείο για κάθε λ
[image: image47.wmf]Î
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9. Αν οι συναρτήσεις  f , g είναι τέτοιες ώστε g(x)=f  2(x)-2f(x)+x2+3 για κάθε x
[image: image48.wmf]Î
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, να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της g  τέμνει τον θετικό ημιάξονα.
10. Αν οι συναρτήσεις  f , g είναι τέτοιες ώστε f(x)=g(x)+x2-4 για κάθε x
[image: image49.wmf]Î
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, να βρεθεί η σχετική θέση των διαγραμμάτων Cf  και Cg
11. Για ποιες τιμές του x
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, η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
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 δεν είναι  ‘‘κάτω’’ από την γραφική παράσταση της  g(x)=eλx-λ  , λ
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12. Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων με τύπους
      f(x)=αx2   και  g(x)=(1-2α)x+
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13. Αν f : 
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 με  f(x2)+2f(x)=0 για κάθε x 
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, να δείξετε ότι η γραφική παράσταση  της  f τέμνει 
     τον άξονα  χ΄χ σε δύο τουλάχιστον σημεία
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  Nα γίνει προσεγγιστικά η γραφική παράσταση των συναρτήσεων
14. f(x) = | x3-1|
                 15. 
[image: image57.wmf]f(x)|x1|
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                           16. f(x)=e|x|
17. f(x) = | lnx-1|                            18.  f(x) = ln| x |                                19. f(x)=ημ( x+
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20.  f(x)= | x -x2 |                            21. 
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Γ.  ΣΥΝΘΕΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ–ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ–ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ-ΑΚΡΟΤΑΤΑ (§1.2-§1.2)
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  Να βρεθεί η σύνθεση των συναρτήσεων
1. 
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f(x)x1,g(x)1x
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         2. 
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f(x)=,g(x)=

3x-1x-2


3. 
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                4. 
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5.  
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6.   Δίνεται η συνάρτηση  f: [2,7]
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. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  g(x)=f(x2-2)
7.   Aν  f(x)=
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x
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   και   g(x)=βx  με  α
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0  και  β
[image: image69.wmf]¹

0 , να βρείτε τα α , β ώστε να ισχύει: 
[image: image70.wmf]fggf
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8.   α) Αν για κάθε  x
[image: image71.wmf]Î
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 είναι f(x-2)=x2+x+1 να προσδιορισθεί ο τύπος της  f 

      β) Aν η f έχει πεδίο ορισμού Α=[0,1]  να βρεθεί το πεδίο ορισμού της f(2συνx)
9.   Αν  f(x)=lnx  ,  g(x)=
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  να βρείτε την συνάρτηση φ  για την οποία για την οποία :

      α)
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f=
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             β)  
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           γ)  
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10.  Aν  
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f: 

με(fog)(x)=x-3x+4και(gof)(2)=2
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, να δειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις των  συναρτήσεων f  και  g  έχουν τουλάχιστον ένα κοινό σημείο.
11.  Αν f(x)=(2+α2)x+α+2β για κάθε x
[image: image77.wmf]Î
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, να προσδιορίσετε τα α , β ώστε για κάθε  x
[image: image78.wmf]Î
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 να ισχύει
       (f
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f )(x)=9x+19

12.  Δίνεται   η συνάρτηση f :
[image: image80.wmf]®
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 , γνησίως αύξουσα και f(f(x))=x  , για κάθε  x 
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       Nα δειχθεί   f(x)=x  ,   για κάθε  x 
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13.  Αν 
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   ,    να δειχθεί ότι: f(f(x))=x  , για κάθε  x 
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14.  Η συνάρτηση g :(0,+
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) 
[image: image86.wmf]®
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 είναι γνησίως φθίνουσα και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο  Α(1,-2). Αν για την συνάρτηση  f είναι f(x)=lnx-g(x) για κάθε x>0 
       α) Να δειχθεί ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα
       β) Να λύσετε την ανίσωση  2lnx<2+g(x2)  στο (0,+
[image: image87.wmf]¥
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    Να βρεθεί το σύνολο τιμών των συναρτήσεων 

15.  f(x)=
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                          16.  f(x)=
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           17. 
[image: image91.wmf]f(x)4x12

=--


18.  i) Aν f , g γνησίως αύξουσες στο διάστημα Δ , να δειχθεί ότι και  η f+g είναι γνησίως αύξουσα
      ii) Aν f , g γνησίως φθίνουσες στο διάστημα Δ , να δειχθεί ότι και  η f+g είναι γνησίως φθίνουσα

     iii) Nα δειχθεί ότι η f(x) = 
[image: image92.wmf]xx
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 είναι γνησίως φθίνουσα

     iv) Nα λυθεί η εξίσωση 3x+4x =5x              v)  Nα λυθεί η ανίσωση 3x+4x >5x
19. Αν f: 
[image: image93.wmf]®
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 γνησίως αύξουσα και για κάθε x 
[image: image94.wmf]Î
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 ισχύει 
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να δείξετε ότι f(x)=x ,   x 
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20. Αν f , g : 
[image: image97.wmf]®
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για τις οποίες ισχύει f(x)=g(x)+x2+1 για κάθε x 
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, να βρείτε την ελάχιστη κατακόρυφη απόσταση των  διαγραμμάτων Cf  και  Cg 
21. Αν   f : 
[image: image99.wmf]®
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 γνησίως φθίνουσα συνάρτηση να λυθεί η ανίσωση  (f
[image: image100.wmf]o

f)(x2+4x) < (f
[image: image101.wmf]o

f)(x+4)
22. Nα βρείτε το σύνολο Α ώστε η συνάρτηση f : 
[image: image102.wmf]®
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 με 
[image: image103.wmf]x-1

f(x)=
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 να έχει σύνολο τιμών το [0,
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23. Η f είναι ορισμένη στο 
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για την οποία ισχύει f(2-x)+f(x+4)=0 για κάθε x 
[image: image106.wmf]Î
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. Aν  η f  είναι γνησίως φθίνουσα να λύσετε  α) την εξίσωση  f(x)=0        β) την ανίσωση  f(x2-5)>0 
Δ. ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ  ‘‘1-1’’ – ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

1.  Αν f : 
[image: image107.wmf]®
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 με 
[image: image108.wmf]2

2x+3

f(x)=

x+1

 να λυθεί η εξίσωση f(x)=-1 και να συμπεράνετε αν η f είναι  ‘1-1’


[image: image109.wmf]·

  Να βρείτε τις αντίστροφες των παρακάτω συναρτήσεων:               
2.  f(x)= -1+2
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             3.  
[image: image111.wmf]x-1

f(x)=

2-x

              4.  
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             5.  f(x)=ln(1-x)
6.  Αν f : 
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 με f3(x)+f(x)+x=0  για κάθε x 
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, να δειχθεί ότι η f  αντιστρέφεται και να βρεθεί η f-1
7.  Αν για κάθε x 
[image: image115.wmf]Î

¡

 ισχύει  (f
[image: image116.wmf]o

g)(x)=(g
[image: image117.wmf]o

f)(x)=x  να δειχθεί ότι f-1=g

8.  Aν f : 
[image: image118.wmf]®
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 με την ιδιότητα  (f
[image: image119.wmf]o

f)(x)=f(x)+αx  για κάθε x 
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 ,α
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0 , να δειχθεί ότι:

     α) η  f είναι ‘1-1’     β)f(0)=0

9.  Mε δεδομένο ότι η εκθετική συνάρτηση  φ(x)=e-x  είναι  γνησίως αύξουσα να δειχθεί ότι:
     α) η συνάρτηση g(x)=e-x-x είναι ‘1-1’   β) Να λυθεί η εξίσωση ex-1-(x-1)=
[image: image122.wmf]2

x-1

e

 -(x2-1)

10. Aν f : 
[image: image123.wmf]®
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  ,  g : 
[image: image124.wmf]®
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 με f
[image: image125.wmf]o

g=I  όπου Ι(x)=x  τότε:                 
      α) Να δειχθεί ότι η g είναι ‘1-1’     β) Να λυθεί η εξίσωση  g(x2-5x+4)=g(1-x)
11. α) Aν   f : 
[image: image126.wmf]®
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 και  g : 
[image: image127.wmf]®
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  είναι συναρτήσεις ‘1-1’ , να δειχθεί ότι και η g
[image: image128.wmf]o

f  είναι ‘1-1’.
      β) Αν η   f  είναι  ‘1-1’ τότε και η  φ(x)=[f(x)]3+2f(x)-3  είναι ‘1-1’
12.  Αν 
[image: image129.wmf]f: 

με(fof)(x)=xf(x)

®
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  να βρεθεί το f(0) 
13. Έστω η συνάρτηση f : 
[image: image130.wmf]®
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για την οποία ισχύει (f
[image: image131.wmf]o

f)(x)=x  για κάθε x
[image: image132.wmf]Î
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, και η συνάρτηση  
      g(x)=ex+ef(x) ,  x
[image: image133.wmf]Î
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 που είναι ‘1-1’.
      α) Να δείξετε ότι η f είναι ‘1-1’     β) Να δείξετε ότι (g
[image: image134.wmf]o

f)(x)=g(x)      γ) Να βρείτε την συνάρτηση  f
14. Αν f: 
[image: image135.wmf]®
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 περιττή συνάρτηση και στο σημείο  x0 =-2 έχει ελάχιστο το -4 , να αποδείξετε ότι η f  έχει μέγιστο το οποίο και να βρεθεί.

15. i) Αν f , g άρτιες συναρτήσεις  να δειχθεί ότι και η  f
[image: image136.wmf]o

g  είναι άρτια                                 
    ii) Αν f , g περιττές  συναρτήσεις  να δειχθεί ότι και η  f
[image: image137.wmf]o

g  είναι περιττή

    iii) Αν  f άρτια και g περιττή  να δειχθεί ότι και η  f
[image: image138.wmf]o

g  είναι άρτια

16. Έστω οι συναρτήσεις  f , g : 
[image: image139.wmf]®
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για τις οποίες ισχύει  f(x)=1-|g(x)-ex| για κάθε x 
[image: image140.wmf]Î
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. Αν η Cg τέμνει το γράφημα  της συνάρτησης h(x)=ex σ’ ένα τουλάχιστον σημείο , να δείξετε ότι η f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο

17. Έστω η f(x)=x3+x-64.   Να δειχθεί ότι:      i) Η f είναι γνησίως αύξουσα  στο 
[image: image141.wmf]¡


      ii) Η f είναι αντιστρέψιμη και να λυθεί η εξίσωση  f(x)=f-1(x)
18. Aν   f : 
[image: image142.wmf]®
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 ώστε  f(f(x))+f3(x)=2x+3  , x
[image: image143.wmf]Î
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. 
     α) Να δείξετε ότι η  f είναι  ‘1-1’       β) Να λυθεί η εξίσωση f(2x3+x)=f(4-x)
19. Δίνεται η ‘1-1’  μη μηδενική συνάρτηση f :
[image: image144.wmf]®
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 με την ιδιότητα f(x)f(2-x)=f(λx-β)  για κάθε x
[image: image145.wmf]Î
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.
      Να δειχθεί ότι :  α) λ=0    β)  f(2+β)=1                                           

20. Έστω f : 
[image: image146.wmf]®
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 τέτοια ώστε (f
[image: image147.wmf]o

f)(x)=-x  για κάθε x
[image: image148.wmf]Î
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. Nα δειχθεί ότι:

      i)   η  f είναι ‘1-1’                     ii) f-1 = -f                                                  iii)  f  περιττή           
      iv) f(0)=0                                  v) η f  δεν είναι γνησίως μονότονη          vi)  f(
[image: image149.wmf]¡

)=
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21. Να δείξετε ότι το διάγραμμα  Cf  της  f(x)=
[image: image151.wmf]5x+2

2x-5

 έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία y=x
22. Έστω η συνάρτηση  f(x)=x3+x+2.  α) Δείξτε ότι η f  είναι γνησίως αύξουσα 

      β) Βρείτε την τιμή  f-1(2) . γ) Να λύσετε την ανίσωση  f-1(x2-x)>0

23. f : 
[image: image152.wmf]®
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 είναι γνησίως μονότονη και τα σημεία Α(1,2)  και Β(-1,3) ανήκουν στην γραφική της παράσταση. 
     i) Nα δειχθεί ότι η f  είναι γνησίως φθίνουσα   ii)   Nα δειχθεί ότι η f  αντιστρέφεται 

     iii) Να λυθεί η εξίσωση  f-1(2+f-1(eλ-1))= -1
24. Έστω  f , g  ορισμένες στο 
[image: image153.wmf]¡

  με f(
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)=
[image: image155.wmf]¡

 και (f
[image: image156.wmf]o

g)(x)=x για κάθε x
[image: image157.wmf]Î

¡

. Να δειχθεί ότι:

      α) f , g είναι αντιστρέψιμες            β)  f=g-1  και g=f-1
25.  α) Αν για τις συναρτήσεις  h , f , g :
[image: image158.wmf]®

¡¡

 ισχύει g=h
[image: image159.wmf]o

f  και ισχύει  g(x)
[image: image160.wmf]¹

g(y)  να  δειχθεί  f(x) 
[image: image161.wmf]¹

f(y)

       β)  Δίνεται   f :
[image: image162.wmf]®
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  Αν για την συνάρτηση f :
[image: image163.wmf]®

¡¡

  ισχύει f3(x)+x3 =1  να δειχθεί (f 
[image: image164.wmf]o

f)(x)=x
Ε. ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ
1.   Δίνεται η f : 
[image: image165.wmf]®

¡¡

 με f(x+y)= f(x) + y  για κάθε x ,y 
[image: image166.wmf]Î

¡


      Aν f(0)=2008 να υπολογίσετε το f(1)  και να βρείτε τον τύπο της f
2.   Aν f(2x-1)=x2-x+1 , για κάθε x 
[image: image167.wmf]Î

¡

 , να βρείτε  τα f(x)  και f(x-1)
3.   Aν 2f(x)-3f(1-x)=4x-3 για κάθε x 
[image: image168.wmf]Î

¡

 να βρείτε τον τύπο της f
4.   Aν f : 
[image: image169.wmf]®
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 με f(x+y)= f(x)–f(y)  για κάθε x ,y 
[image: image170.wmf]Î
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  να δείξετε ότι:

      α) f(0)=0     β) f(x)=0   ,  για κάθε x 
[image: image171.wmf]Î

¡


5.   Έστω f : 
[image: image172.wmf]®

¡¡

  με  f(xy)+ f(x) + f(y)= xy+x+y  για κάθε x ,y 
[image: image173.wmf]Î
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      α) Να προσδιορισθεί η συνάρτηση f
      β) Να βρεθούν τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των  g(x)=
[image: image174.wmf]2

2

1

f(x)+

f(x)

 και  h(x)=
[image: image175.wmf]1

f(x)+

f(x)

 
6.   Έστω  η f : (0 , +
[image: image176.wmf]¥

)
[image: image177.wmf]®
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 με  f(x)-f(y)= 
[image: image178.wmf]x

f

y

æö
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 για κάθε x , y 
[image: image179.wmf]Î

(0 , +
[image: image180.wmf]¥
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      Aν η εξίσωση f(x)=0 έχει μοναδική ρίζα, τότε:

      α) Να δειχθεί ότι η f είναι ‘1-1’    β) Να λυθεί η εξίσωση f(x2+3)+f(x)=f(x2+1)+f(x+1)

      γ) Αν επί πλέον  f(x)>0 για κάθε x >1 να δειχθεί ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα.

7.   Αν  f : 
[image: image181.wmf]®

¡¡

 με  f(
[image: image182.wmf]¡

)=
[image: image183.wmf]¡

 για την οποία f(x+y)=f(x)+f(y) για κάθε x ,y
[image: image184.wmf]Î
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 να δειχθεί ότι:
      α) f(0)=0             β) f(-x)= - f(x)           γ) Αν η f  έχει μοναδική ρίζα το  0 , τότε  είναι  συνάρτηση ‘1-1’
      δ)  Για κάθε  x ,y 
[image: image185.wmf]Î
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 ισχύει  f-1 (x+y)=f-1(x)+f-1(y)
8.   Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις  f για τις οποίες είναι f(x+y)=f2(x)+f2(y)
9.   Αν f : 
[image: image186.wmf]®

¡¡

 με  f(0)=1 και f(x+y)
[image: image187.wmf]£

exf(y)  για κάθε x ,y
[image: image188.wmf]Î
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, να δειχθεί ότι f(x)=ex για κάθε x 
[image: image189.wmf]Î
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