ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ -ΑΚΡΟΤΑΤΑ-ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ‘1-1’ - ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ (§1.3)
Μονοτονία συνάρτησης

Η μονοτονία μας περιγράφει τον τρόπο που μεταβάλλονται οι τιμές f(x) της συνάρτησης όταν το  x διατρέχει το πεδίο ορισμού της. Η έννοια της μονοτονίας αποδίδεται με τους παρακάτω ορισμούς:

	
[image: image1.wmf]·

Ορισμός: Η f λέγεται γνησίως αύξουσα  στο Α όταν

 για κάθε x1, x2 
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A με  x1 < x2 
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 f(x1)<f(x2)

 Συμβολίζουμε  f 
[image: image4.wmf]Z

 στο Α

Σχόλιο: Παρατηρούμε ότι αν f 
[image: image5.wmf]Z

 στο Α τότε  ο λόγος     

 λ = 
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[image: image8.wmf]·

καθώς το x αυξάνεται το f(x) επίσης αυξάνεται
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η γραφ. παράσταση ανεβαίνει από αριστερά προς δεξιά
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Ορισμός: Η f λέγεται γνησίως φθίνουσα στο Α όταν

 για κάθε x1, x2 
[image: image11.wmf]Î

A με  x1 < x2 
[image: image12.wmf]Þ

 f(x1)>f(x2)

 Συμβολίζουμε  f  
[image: image13.wmf]]

 στο Α

 Σχόλιο: Παρατηρούμε ότι αν f  
[image: image14.wmf]]

 στο Α τότε  ο λόγος      

 λ = 
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f(x)-f(x)

x-x

  είναι αρνητικός (γιατί;)
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[image: image17.wmf]·

καθώς το x αυξάνεται το f(x)  μειώνεται
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η γραφ. παράσταση κατεβαίνει από αριστερά προς δεξιά
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Ορισμός: Η f λέγεται σταθερή στο Α όταν

για κάθε x1, x2 
[image: image20.wmf]Î

A με  x1 < x2 
[image: image21.wmf]Þ

 f(x1)=f(x2)

Σχόλιο: Παρατηρούμε ότι αν f  σταθερή στο Α τότε  ο λόγος      λ = 
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[image: image24.wmf]·

καθώς το x αυξάνεται το f(x)  μένει σταθερό
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η γραφ. παράσταση είναι οριζόντια



[image: image26.wmf]·

Μια συνάρτηση που είναι γνησίως αύξουσα ή  γνησίως φθίνουσα λέγεται γνησίως μονότονη

	Παρατήρηση: Μία συνάρτηση ενδέχεται να έχει διαφορετικό είδος μονοτονίας στο πεδίο ορισμού της.

π.χ. Η f(x)=x2  έχει την διπλανή γραφική παράσταση

Παρατηρούμε ότι: f  
[image: image27.wmf]]

 στο(-
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,0] και f 
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στο [0,+ 
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Άσκηση 1: Να βρεθεί η μονοτονία των συναρτήσεων

α) 
[image: image32.wmf]f(x)=-1+23-x

        β) f(x)=lnx+x-3        γ) f(x)= -x2+3   
Άσκηση 2: Να μελετηθεί η μονοτονία των συναρτήσεων: α)
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Άσκηση 3: Να βρεθεί η μονοτονία της συνάρτησης  
[image: image35.wmf]1-x

f(x)=

1+x

         
	Παρατήρηση: Υπάρχουν συναρτήσεις που έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας σε  διαστήματα του πεδίου ορισμού, αλλά δεν είναι 

μονότονες σε όλο το πεδίο ορισμού
π.χ. η 
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Άσκηση 4: Να λυθεί η ανίσωση  f(2x2-x+3)<f(3x+x2) ,  όταν f(x)=ex+x
[image: image161.wmf]·

Άσκηση 5: α) Αν η συνάρτηση  φ  είναι γνησίως φθίνουσα , τότε η  -φ  είναι γνησίως αύξουσα  
                   β) Αν h γνησίως αύξουσα  και g  γνησίως αύξουσα , ν.α.ο. g
[image: image41.wmf]o

h γνησίως αύξουσα
                   γ) Nα βρεθεί η μονοτονία της συνάρτησης f(x)=e-συνx – συνx , x
[image: image42.wmf]Î

[0,π]
Ακρότατα  συνάρτησης
Τα ακρότατα μιας  συνάρτησης είναι η μεγαλύτερη ή η μικρότερη τιμή που ενδέχεται να έχει μία συνάρτηση όταν το x διατρέχει το πεδίο ορισμού της. Η έννοια των ακροτάτων αποδίδεται με τους παρακάτω ορισμούς.

	
[image: image43.wmf]·

Ορισμός: Η  f  παρουσιάζει ελάχιστο στο x0
[image: image44.wmf]Î

A     όταν 
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  , για κάθε x
[image: image46.wmf]Î

A
To f(x0) λέγεται ελάχιστο της f στο Α, που παρουσιάζεται στο x0 
Το σημείο Μ(x0,f(x0)) είναι το χαμηλότερο σημείο της γρ. παράστασης
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Ορισμός: Η  f  παρουσιάζει μέγιστο στο x0
[image: image49.wmf]Î

A     όταν 
                    
[image: image50.wmf]0
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  , για κάθε x
[image: image51.wmf]Î

A
To f(x0) λέγεται μέγιστο της f στο Α , που παρουσιάζεται στο x0
Το σημείο  Μ(x0,f(x0)) είναι το υψηλότερο σημείο της γραφικής παράστασης
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Το μέγιστο της f και το ελάχιστο της f  λέγονται ακρότατα της   συνάρτησης  f
Π.χ. Παρατηρώντας τα παρακάτω διαγράμματα δείτε τα ακρότατα (αν υπάρχουν) και που  παρουσιάζονται
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Άσκηση 6: Να βρεθεί το μέγιστο και το ελάχιστο των συναρτήσεων 

α) f(x)=2-
[image: image60.wmf]2
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    β) f(x)= 3+ln(x-1) 
Άρτια συνάρτηση – περιττή συνάρτηση

Μερικές φορές οι γραφικές παραστάσεις  παρουσιάζουν συμμετρία ως προς άξονα ή ως προς σημείο. Για την συμπεριφορά  τους αυτή οι συναρτήσεις χαρακτηρίζονται ως άρτιες ή περιττές. Οι έννοιες αυτές αποδίδονται με τους εξής  ορισμούς. 
	
[image: image61.wmf]·

Ορισμός: Η συνάρτηση f  λέγεται άρτια στο Α όταν

 για κάθε  x
[image: image62.wmf]Î

A ισχύει       -x
[image: image63.wmf]Î

A    και    f(-x) = f(x)
Παρατήρηση: Από τον ορισμό προκύπτει  ότι  μια άρτια συνάρτηση σε αντίθετες μεταβλητές έχει τις ίδιες τιμές  άρα

Η γραφική παράσταση άρτιας συνάρτησης είναι συμμετρική ως προς τον άξονα y΄y
π.χ. Τα σημεία Μ(x, f(x))  ,  Μ΄(-x, f(-x)) ανήκουν στην γραφική  παράσταση και αφού f(-x)= f(x)  έχουν  μορφή Μ(x, y)  ,  Μ΄(-x, y) 
	[image: image64.emf][functions]y1=a*x^4-b*x^2[rparameters]a=1.0,b=4.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a= 1.0000
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Ορισμός: Η συνάρτηση f λέγεται περιττή στο Α όταν

 για κάθε  x
[image: image66.wmf]Î

A ισχύει     -x
[image: image67.wmf]Î

A    και    f(-x) = -f(x)                  
Παρατήρηση: Από τον ορισμό προκύπτει  ότι  μια περιττή συνάρτηση σε αντίθετες μεταβλητές έχει αντίθετες  τιμές  άρα

Η γραφική παράσταση περιττής συνάρτησης είναι συμμετρική ως προς την αρχή  Ο των αξόνων

π.χ. Τα σημεία Μ(x, f(x))  ,  Μ΄(-x, f(-x)) ανήκουν στην γραφική  παράσταση και αφού f(-x)= -f(x)  έχουν  μορφή Μ(x, y)  ,  Μ΄(-x, -y) 
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Προσοχή! Το πεδίο ορισμού άρτιας ή περιττής συνάρτησης είναι κατ’ ανάγκη συμμετρικό σύνολο ως προς  την αρχή Ο του άξονα χ΄χ των πραγματικών αριθμών . Τέτοια σύνολα είναι για παράδειγμα  της μορφής:

(-α,α) ,      [-α,α] ,      
[image: image69.wmf]¡

 ,   
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 ,     (-α,-β) 
[image: image71.wmf]U

(β,α) ,       [-α,-β) 
[image: image72.wmf]U

(β,α]
Άσκηση 7: Αν το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων f , g είναι συμμετρικό ως προς το 0,
[image: image163.wmf]·

να εξετάσετε αν είναι άρτιες ή περιττές οι συναρτήσεις 

α) f  με  2f(x)-3f(-x)=5xσυνx  για κάθε  x
[image: image73.wmf]Î

A
β) g  με  g(y+x)+g(y-x)=2[g(y)+g(x)]   για κάθε  x , y
[image: image74.wmf]Î

A
Περιοδική συνάρτηση
Ορισμός: Μία συνάρτηση f : Α
[image: image75.wmf]®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image76.wmf]¡

 λέγεται περιοδική στο Α όταν  υπάρχει αριθμός Τ>0 , τέτοιος ώστε:
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 για κάθε  x
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A :  x + Τ
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A  και x - Τ
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A  


[image: image81.wmf]·

 για κάθε  x
[image: image82.wmf]Î

A :  f(x+T) = f(x)  και  f(x-T) = f(x) 
Ο αριθμός Τ λέγεται περίοδος της συνάρτησης . H μικρότερη θετική περίοδος λέγεται βασική περίοδος της f 
	[image: image83.emf]
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	Παρατηρήσεις: 


[image: image84.wmf]a

Οι τιμές μιας περιοδικής συνάρτησης επαναλαμβάνονται όταν το x αυξηθεί κατά Τ (όσο η περίοδoς της f)

[image: image85.wmf]a

Η γραφική παράσταση περιοδικής συνάρτησης έχει την ίδια μορφή σε διαδοχικά διαστήματα  με πλάτος όσο η περίοδός της .

 π.χ. Το διάγραμμα της f στο διάστημα  [0,Τ) επαναλαμβάνεται και στα διαστήματα [Τ,2Τ)  , [-Τ,0)  κ.λ.π.


Άσκηση 8:
Συνάρτηση ‘1-1’
Ορισμένες συναρτήσεις έχουν την ιδιότητα της ένα προς ένα αντιστοίχισης των στοιχείων 
του πεδίου ορισμού Α στα στοιχεία του συνόλου άφιξης Β. Η έννοια αυτή αποδίδεται με τον παρακάτω ορισμό.
	
[image: image86.wmf]·

Ορισμός: Η συνάρτηση f : Α
[image: image87.wmf]®

Β λέγεται ‘1-1’ όταν

   για κάθε  x1 , x2 
[image: image88.wmf]Î

A :   x1 
[image: image89.wmf]¹

 x2  
[image: image90.wmf]Þ

 f(x1) 
[image: image91.wmf]¹

 f(x2)
 Δηλαδή: Σε διαφορετικά  x , αντιστοιχούν διαφορετικά  y
   Με απαγωγή σε άτοπο  ο προηγούμενος ορισμός γίνεται:


[image: image92.wmf]·

Πρόταση: Η συνάρτηση f : Α
[image: image93.wmf]®

Β είναι ‘1-1’ όταν

   για κάθε  x1 , x2 
[image: image94.wmf]Î

A :   f(x1) =  f(x2) 
[image: image95.wmf]Þ

 x1 = x2  
Σχόλιο: Με την προηγούμενη πρόταση αποδεικνύουμε αν μία συνάρτηση  f : Α
[image: image96.wmf]®

Β είναι  ‘1-1’
[image: image164.wmf]·

Άσκηση 9: Να εξετάσετε αν είναι ‘1-1’ η συνάρτηση
                f(x)=
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Παρατηρήσεις:


[image: image99.wmf]a

Σε μία ΄1-1’ συνάρτηση f  η εξίσωση y=f(x) έχει ακριβώς μία λύση ως προς  x, όταν y είναι τιμή της f

[image: image100.wmf]a

Σε μία ΄1-1’ συνάρτηση , κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει την γραφική παράσταση το πολύ σε ένα σημείο

[image: image101.wmf]a

Μία  ΄1-1’ συνάρτηση  έχει το πολύ μία ρίζα στο πεδίο ορισμού της
[image: image165.wmf]·


[image: image102.wmf]a

Μία γνησίως μονότονη συνάρτηση είναι ‘1-1’ . Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα
Άσκηση 10: Να εξετάσετε αν είναι ‘1-1’ η συνάρτηση f(x)=1-2x-3ex
[image: image166.wmf]Û


Άσκηση 11: Να εξετάσετε αν είναι ‘1-1’ η συνάρτηση 
[image: image103.wmf]2
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Άσκηση 12: Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f  με  f(f(x))+g(f(x))=x3 , για κάθε x
[image: image104.wmf]Î

¡

 είναι ‘1-1’     
Άσκηση 14: Έστω  f : 
[image: image105.wmf]¡


[image: image106.wmf]®



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image107.wmf]¡

 για την οποία ισχύει: (f
[image: image108.wmf]o

f)(x)–f(x)=x , για κάθε x
[image: image109.wmf]Î

¡


 α) Να δειχθεί ότι η f είναι ‘1-1’                             β) Να υπολογισθεί το f(0)
 γ) Να αποδειχθεί ότι δεν είναι άρτια 
 στο 
[image: image110.wmf]¡

*

       δ) Να λυθεί η εξίσωση f(x3+x)=f(x+8)


Άσκηση 13: Να λυθεί η  εξίσωση  
[image: image111.wmf]10-x=3+lnx


Αντίστροφη συνάρτηση
Σε μία συνάρτηση f : Α
[image: image112.wmf]®


[image: image113.wmf]¡

 η αντίστροφη σχέση από το  f(A) στο Α δεν είναι πάντα συνάρτηση. 
Αυτό εξασφαλίζεται μόνο όταν η συνάρτηση f : Α
[image: image114.wmf]®


[image: image115.wmf]¡

  είναι ‘1-1’ . Έτσι έχουμε την πρόταση:
	
[image: image116.wmf]·

Αν η f : Α
[image: image117.wmf]®


[image: image118.wmf]¡

  είναι ‘1-1’  τότε 
ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση  της f από το f(A) στο Α που: 
[image: image119.wmf]a

Συμβολίζεται  f-1

[image: image120.wmf]a

΄Εχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών  f(Α)  της f

[image: image121.wmf]a

Έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού Α της f

[image: image122.wmf]a

Έχει τιμές που προκύπτουν από την ισοδυναμία 
                     y = f(x)  
[image: image123.wmf]Û

 x =  f -1(y)
Ώστε:

Αν η  f : Α
[image: image124.wmf]®


[image: image125.wmf]¡

  είναι ‘1-1’ τότε ορίζεται  η  f -1 : f(A) 
[image: image126.wmf]®

 A 
	[image: image127.emf]
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	Σημαντικές παρατηρήσεις:

i)   Aν  το  x  με την   f   αντιστοιχίζεται στο y , 
     τότε το y   με την  f -1  αντιστοιχίζεται στο x
ii)  Για κάθε x
[image: image128.wmf]Î

Α  ισχύει    f -1(f(x)) = x
iii) Για κάθε y
[image: image129.wmf]Î

f(Α)  ισχύει    f(f -1(y)) = y
iv) H  f -1 είναι και αυτή ‘1-1’
v) Aν το  Μ(α,β) ανήκει στην γραφική παράσταση της f,

      τότε το Μ΄(β,α) ανήκει στην γραφική παράσταση της f-1
vi) Οι γραφικές παραστάσεις των  f  και f -1 
     είναι συμμετρικές ως προς την διχοτόμο της 1ης γωνίας
vi) Τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των  f  και  f -1 προκύπτουν από την λύση της εξίσωσης   f(x) = f -1(x)
	[image: image130.emf]β=f(α)
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Άσκηση 15: Να βρεθούν οι αντίστροφες (αν υπάρχουν) των παρακάτω συναρτήσεων
α) 
[image: image131.wmf]2

x-1

f(x)=

2x

                    β) 
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f(x)=ln

1-x

              γ) 
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Άσκηση 16: Να βρεθεί η αντίστροφη της συνάρτησης 
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Άσκηση 17: Θεωρώντας γνωστή την συνάρτηση f : 
[image: image135.wmf]*
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 να βρείτε 
την αντίστροφή  της , αν ισχύει η σχέση (f
[image: image136.wmf]o

f)(x)+x=f(x) , για κάθε x
[image: image137.wmf]Î
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Άσκηση 18: Aν f(x)=x3+x  να βρείτε:  α) το f -1(-2)  και  β) το x ώστε f -1(x)=3
Άσκηση 19: Έστω f : (0 , +
[image: image139.wmf]¥
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  με  f(α
[image: image141.wmf]×

β)= f(α)+f(β) για κάθε α, β 
[image: image142.wmf]Î

(0,+
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). Να δειχθεί ότι:

i) f(1)=0      ii) 
[image: image144.wmf]1
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       iii) Αν η f έχει μοναδική ρίζα την x=1 , να δειχθεί ότι η f αντιστρέφεται
!!! Για τις αντίστροφες συναρτήσεις ισχύουν ακόμα ( ΕΚΤΟΣ ΥΛΗΣ)
      
[image: image145.wmf]·

 Oι συναρτήσεις f  και f -1 έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας

      
[image: image146.wmf]·

 Αν  η  f  είναι γνησίως αύξουσα και οι γραφικές παραστάσεις των f και f -1  τέμνονται , τότε το    σημείο τομής τους βρίσκεται  πάνω στην  ευθεία  y=x
      
[image: image147.wmf]·

 Αν  η  f  είναι γνησίως αύξουσα  τότε  εξισώσεις   f(x) = f -1(x)   ,  f(x) = x  και   f -1(x) = x  είναι ισοδύναμες  στο σύνολο Α
[image: image148.wmf]Ç

f(A)
      
[image: image149.wmf]·

 Αν  η  f  είναι γνησίως φθίνουσα  , τα σημεία τομής ( αν υπάρχουν)των γραφικών παραστάσεων των f και f -1   είναι δυνατόν να μην ανήκουν πάνω στην ευθεία  y=x
Άσκηση 20: Έστω f : 
[image: image150.wmf]¡
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image152.wmf]¡

 η οποία είναι γνησίως αύξουσα με f(
[image: image153.wmf]¡

)=
[image: image154.wmf]¡

. Να δείξετε ότι:

                α) Η f αντιστρέφεται             β) Η f -1 είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image155.wmf]¡


                γ) Οι εξισώσεις f(x) = f -1(x)    και  f(x) = x  είναι ισοδύναμες στο 
[image: image156.wmf]¡


Άσκηση 21: Δίνεται η συνάρτηση f(x)=2ex-1+x-2 . Nα λυθούν: 

οι εξισώσεις  α) f (x)=f -1(x)   β) 
[image: image157.wmf]-12-1

f(x+1-x)=f(5-x)

     και η ανίσωση   γ)  f -1(x2-3x+3)<1
► Συνθετική μέθοδος πάνω στον ορισμό





► Μέθοδος του λόγου μεταβολής





► Λύση ανίσωσης με χρήση μονοτονίας





► Θεωρητικές


και  


η εφαρμογή τους








► Τα ακρότατα προκύπτουν είτε:


� EMBED Equation.DSMT4  ���Με την συνθετική μέθοδο βρίσκοντας    f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���θ  ή  f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���θ                      είτε


� EMBED Equation.DSMT4  ���Από το σύνολο τιμών της συνάρτησης








► Εφαρμόζουμε τις γνωστές  μεθόδους  για τις συναρτησιακές σχέσεις








► Αν κολλήσουμε με την προηγούμενη μέθοδο δουλεύουμε με την μέθοδο της μονοτονίας








► Για να εξετάσουμε αν η f  είναι ‘1-1’


Θεωρούμε x1 , x2 � EMBED Equation.DSMT4  ��� A  με  f(x1)=f(x2)  και δείχνουμε   x1 = x2








► Αν η f έχει δύο κλάδους εξετάζουμε  τρείς περιπτώσεις





► Θεωρητική





► Χρήση της ιδιό-τητας του ‘1-1’ στην λύση εξισώσεων





► Θεωρούμε βοηθητική συνάρτηση f, που έχει μια προφανή ρίζα και δείχνουμε ότι η f  είναι ‘1-1’





►Πώς βρίσκουμε την αντίστροφη:


� EMBED Equation.DSMT4  ���Δείχνουμε ότι η  f είναι ‘1-1’


    (άρα υπάρχει η f -1 )


� EMBED Equation.DSMT4  ���Βρίσκουμε το σύνολο τιμών f(A), λύνοντας την εξίσωση y=f(x) ως προς x στο Α.


� EMBED Equation.DSMT4  ���Στην λύση που προέκυψε εναλλά-σουμε τα x ,y  και παίρνουμε τον τύπο της f -1








► Χρήση της ισοδυναμίας:


         y = f(x)  � EMBED Equation.DSMT4  ��� x =  f -1(y)
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