ΣΤΑΘΕΡΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  (§2.6)
Το Θ. Μέσης Τιμής έχει σαν συνέπεια τα θεωρήματα: της σταθερής συνάρτησης και των ίσων συναρτήσεων
	Θεώρημα σταθερής συνάρτησης
Αν  η  f  είναι ορισμένη σε διάστημα Δ και ισχύει:
                   
[image: image1.wmf]·

 f  συνεχής στο Δ
           και
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 f ΄(x)=0 , για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ,
τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε ,   f(x)=c  , για κάθε x
[image: image3.wmf]Î

 Δ
Δηλαδή η f είναι σταθερή συνάρτηση  στο διάστημα Δ
Απόδειξη

	[image: image4.emf]
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	Γεωμετρική ερμηνεία:

Όταν f ΄(x)=0 για κάθε x , η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της γραφικής παράστασης είναι οριζόντια., άρα η Cf  είναι ευθεία παράλληλη στον άξονα χ΄χ 
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Άσκηση 1  Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις  f , g : 
[image: image5.wmf]®
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 με
f ΄(x)= -g2(x)  και  g ΄(x)=f 2(x) , 
[image: image6.wmf]Î
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α) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση h(x)=f 3(x)+g 3(x) είναι σταθερή στο 
[image: image7.wmf]¡


β) Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης  h αν f(0)=1  και  g(0)=2
Άσκηση 2  Έστω f : 
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παραγωγίσιμη με f ΄(x)=2f(x), για κάθε x
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¡


για την οποία f(0)=1 και f(x)>0, για κάθε x . Nα δειχθεί ότι:
α) Η συνάρτηση  G(x)=lnf(x)-2x  είναι σταθερή στο 
[image: image10.wmf]¡

   

β) f(x)=e2x  , για κάθε x 
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Άσκηση 3  Έστω f : 
[image: image12.wmf]®
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 δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία 
f (x)+ f ΄΄(x)=0 , για κάθε x 
[image: image13.wmf]Î
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α) Αν  f(0)=f ΄(0)=0 να δειχθεί ότι:
i) H συνάρτηση h=(f ΄)2+f 2 είναι σταθερή στο
[image: image14.wmf]¡

    ii) f(x)=0, για κάθε x
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β) Αν g(x)+g΄΄(x)=0 με g(0)=0 , g ΄(0)=1 να δειχθεί ότι g(x)=ημx
	Θεώρημα ίσων συναρτήσεων
Αν οι  f , g είναι ορισμένες σε διάστημα Δ  και ισχύει:
                   
[image: image16.wmf]·

 f , g είναι συνεχείς στο Δ
    και
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 f ΄(x)=g ΄(x) , για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ,
τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε ,  f(x)=g(x)+c  , για κάθε x
[image: image18.wmf]Î

 Δ
Δηλαδή  οι  f  και g  διαφέρουν κατά μία σταθερά στο διάστημα Δ
Απόδειξη
	[image: image19.emf]
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άτιτλο-h0
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y=g(x)

y=g(x)+c
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Άσκηση 4  Να βρεθεί η συνάρτηση f  όταν:
α) f ΄(x)=3συνx-4ημ2x-e-x  και f(0)=5       β) f ΄(x)=
[image: image20.wmf]22
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  και f(0)=1

γ) f ΄(x)=2xσυνx-x2ημx   και f(0)=1      δ) xf ΄(x)+f(x)=2 , x>0  και f(1)=0
ε) f συνεχής στο [0,
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)  και  f ΄(x)- σφx f(x)=ημx  με f(
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στ) f ΄(x)=2f(x) , για κάθε x
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 ,  με  f(0)= 1
Σχόλιο:  Στην προσπάθεια  να εμφανίσουμε ίσες παραγώγους , βοηθητικός είναι και ο πίνακας των παραγουσών 
ΠΙΝΑΚΑΣ

	συνάρτηση  =   (παράγουσα )΄
	μορφή συνάρτησης = (μορφή παράγουσας)΄

	0=(c)΄
	f΄(x) =(f(x))΄
	f΄(x)g(x) + f(x)g΄(x) =[f(x)g(x)]΄

	1=(x)΄
	f(x) f΄(x) =(
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[image: image28.wmf]α+1

x

α+1

)΄
	fα(x) f΄(x) =(
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fα+1(x) )΄
	[f΄(x)]2+f(x) f΄΄(x) =[f(x) f΄(x) ]΄
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)΄
	f΄(x) +x f΄(x) =[x f(x) ]΄

	ημx=(-συνx)΄
	ημf(x) f΄(x) =(-συνf(x) )΄
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	συνx=(ημx)΄
	συνf(x) f΄(x) =(ημf(x) )΄
	[f΄(x)+ f(x)g΄(x)]eg(x) =[f(x)eg(x) ]΄

	ex=(ex)΄
	ef(x) f΄(x) =(ef(x) )΄
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Άσκηση 5  Για την παραγωγίσιμη συνάρτηση f στο (0,+
[image: image41.wmf]¥

) με  f(x)>0 ισχύουν:

i)  H κλίση της εφαπτομένης σε κάθε σημείο της γραφικής παράστασης είναι ανάλογη με το πηλίκο 
[image: image42.wmf]x

f(x)


ii) Η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο Α(1,1)   iii) Η εφαπτομένη στο Α έχει κλίση ίση με 1. 
Να βρείτε τον τύπο της
Άσκηση 6  Έστω f : 
[image: image43.wmf]®
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 δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία f(x)-2f ΄(x)+ f ΄΄(x)=ex , για κάθε x 
[image: image44.wmf]Î
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Αν g(x)= f ΄(x)-f(x)  και g(0)=1:

α) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση  h(x)=
[image: image45.wmf]x
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 είναι σταθερή στο  
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 και να βρεθεί η g
β) Να προσδιορισθεί η συνάρτηση f  όταν f(0)=1 

[image: image74.wmf]Î


Bασική πρόταση
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Αν για μία συνάρτηση f  ισχύει    f ΄(x)=f(x) , για κάθε x 
[image: image48.wmf]Î
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                                              τότε    f(x)=cex  ,  όπου c σταθερά
Άσκηση 7  Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις  f , g : 
[image: image49.wmf]*

®
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 με

f ΄(x)g(x)- f(x)g ΄(x) =f(x)g(x) , για κάθε x
[image: image50.wmf]Î
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 και f(0)=g(0)>0.
Nα δειχθεί:  α)  f(x)=exg(x) , για κάθε x
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     β) g(x)>0 , για κάθε x
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Άσκηση 8  Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο
[image: image53.wmf]¡

 , f(0)=-2  και ισχύει f ΄(x5+x)=6x , για κάθε x
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α) Να δειχθεί ότι f(x5+x)=5x6+3x2-2

β) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf  στο σημείο Α(2,f(2))
	Σημαντική παρατήρηση:  Το θεώρημα της σταθερής συνάρτησης καθώς και το θεώρημα των ίσων συναρτήσεων ισχύει σε διάστημα και όχι σε ένωση διαστημάτων   π.χ.
Για την  f(x)=
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  ισχύει f ΄(x)=0, για κάθε x
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αλλά  η f  δεν είναι σταθερή στο (-
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Άσκηση 9  Να βρεθεί η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
f : 
[image: image64.wmf]®
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 με f ΄(x)=2-
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, για κάθε x
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Άσκηση 10  Nα βρεθεί η συνάρτηση f : 
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για την οποία είναι  f ΄(x)=2xf(x)+2x  και  f(0)=1
[image: image77.wmf]Î

Άσκηση 11  Δίνονται οι συναρτήσεις  f , g : (0.+ 
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 με
f(1)=g(1)=0  , f ΄(x)=-eg(x)     και  g΄(x)=-ef(x)     για κάθε x>0
Nα δειχθεί ότι:     α) f=g   

β)  η συνάρτηση h(x)=e -f(x)-x  είναι σταθερή στο διάστημα (0.+ 
[image: image70.wmf]¥

)
γ)  f(x)=-lnx , x>0
► Πώς δείχνουμε ότι η f  εί- ναι σταθερή στο διάστημα Δ


Εξετάζουμε αν εφαρμόζετε το θεώρημα της σταθερής συνάρτησης και βρίσκουμε την f ΄


� EMBED Equation.DSMT4  ���Αν  f ΄(x)=0  


   τότε f(x)=c για κάθε x� EMBED Equation.DSMT4  ��� Δ


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν γνωρίζουμε κάποια τιμή της f     σε σημείο α� EMBED Equation.DSMT4  ���Δ ,  τότε   c =f(α)


 





► Εύρεση τύπου συνάρτησης f


Θα πρέπει να έχουμε ή να εμφανίσουμε μία ισότητα παραγώγων στο  Δ


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν f ΄(x)=φ΄(x)        (όπου φ γνωστή)


τότε   f (x)=φ(x)+c


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν γνωρίζουμε κάποιες τιμές των f     και g  σε σημείο α� EMBED Equation.DSMT4  ���Δ βρίσκουμε το c


άρα και τον τύπο της f





 











► Χρήση βοηθητικής  για να  δείξουμε g(x)=φ(x)


� EMBED Equation.DSMT4  ���Θεωρούμε την συνάρτηση 


    h(x)=[g(x)-φ(x)]2 + [g΄(x)-φ΄(x)]2 


� EMBED Equation.DSMT4  ���Δείχνουμε ότι h΄(x)=0 οπότε h(x)=c


� EMBED Equation.DSMT4  ���Δείχνουμε ότι c=0 , οπότε:


    h(x)=0 � EMBED Equation.DSMT4  ��� g(x)=φ(x)





► παράγωγος = συνάρτηση


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση έχει τύπο  f(x)=cex  


Από τις αρχικές τιμές προσδιορίζουμε το c


� EMBED Equation.DSMT4  ��� O τύπος f(x)=cex  προκύπτει και  από το πηλίκο � EMBED Equation.DSMT4  ��� ως εξής:


Aν � EMBED Equation.DSMT4  ���=0 , τότε � EMBED Equation.DSMT4  ��� =c � EMBED Equation.DSMT4  ��� f(x)=cex  














► Εύρεση της f  σε ένωση διαστημάτων


Όταν το Δ  δεν είναι διάστημα τότε από την σχέση 


f ΄(x)=φ΄(x)  παίρνουμε � EMBED Equation.DSMT4  ���  


και προσδιορίζουμε τα c1  και c2





      








► Πολλαπλασιασμός με eg(x)  


Όταν έχουμε σχέση της μορφής f΄(x)+g΄(x)f(x)=φ(x) , για να εμφανίσουμε ίσες παραγώγους πολλαπλασιάζουμε τα μέλη με τον παράγοντα  eg(x)





► O δρόμος από την  f ΄΄ στην   f      περνάει από την  f΄
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