ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ (του διαφορικού λογισμού) (§2.5)
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Θεώρημα Μέσης Τιμής (Θ.Μ.Τ):  

Αν για την συνάρτηση f  ισχύουν

i) είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα  [α,β]

ii) είναι παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α,β)

τότε  υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ
[image: image2.wmf]Î

(α,β) τέτοιο ώστε
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¢

(ξ)=
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β)-f(α)

β-α


Δηλαδή όταν ισχύουν οι προϋποθέσεις του  θεωρήματος  Μέσης Τιμής,                  
η  εξίσωση               (β-α)
[image: image5.wmf]f

¢

(x)-[f(β)-f(α)]=0 
έχει μία τουλάχιστον ρίζα σε  διάστημα  (α,β)
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 Γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Μέσης Τιμής:

Αν ισχύουν οι συνθήκες του θεωρ. Μέσης Τιμής  τότε μεταξύ των άκρων σημείων Α και Β της γραφικής παράστασης θα υπάρχει σημείο Μ(ξ,f(ξ)) στο οποίο η εφαπτομένη της Cf  είναι παράλληλη στην ευθεία ΑΒ


[image: image7.wmf]·

 Φυσική ερμηνεία του θεωρήματος Μέσης Τιμής:

Αν ένα σώμα κινoύμενο σε άξονα , διέρχεται από τα σημεία Α και Β τις χρονικές στιγμές t1  και  t2 αντίστοιχα , τότε υπάρχει μία τουλάχιστον χρονική στιγμή t0  μεταξύ των t​1 , t2  κατά την οποία  η ταχύτητά του είναι ίση με την μέση ταχύτητά από το Α έως το Β
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Άσκηση 1  Να εξετάσετε αν εφαρμόζεται το Θ.Μ.Τ, για τις παρα-

κάτω συναρτήσεις στο αντίστοιχο διάστημα [α,β] και να βρείτε όλα

τα ξ
[image: image11.wmf]Î

(α,β) ώστε  
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(ξ)=
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 καθώς και την εξίσωση της εφαπ-

τομένης που είναι  παράλληλη στην ευθεία ΑΒ με Α(α,f(α)) ,Β(β,f(β))
α) f(x)=|x2-x|  ,  x
[image: image14.wmf]Î
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β) f(x)=
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γ)  f(x)=x(1-lnx)   ,  x
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[1,e]
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Άσκηση 2  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
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Αν ισχύει το Θ.Μ.Τ. στο διάστημα [-1,2] τότε:

i)  Nα βρεθούν οι τιμές των α, β
ii) Nα δειχθεί ότι υπάρχει σημείο Μ(ξ,f(ξ)) με ξ
[image: image19.wmf]Î

[-1,2] στο οποίο 

η εφαπτομένη  είναι παράλληλη στην ευθεία ε: 2x-y+3=0
Παρατήρηση: Ο λόγος  
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 και η 
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 συνδέονται μέσα από το Θ.Μ.Τ. για την f  στο διάστημα [α,β]. 

Αυτή η σχέση έχει σαν συνέπεια την απόδειξη ανισοτήτων με το Θ.Μ.Τ.
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 Άσκηση 3  Nα αποδειχθούν οι ανισότητες :

α)  
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 , για κάθε α , β
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 με  α<β

β)  x+1 
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 ex 
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 xex +1 ,  για κάθε  x
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γ)   
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0 . Στη συνέχεια 
να δείξετε:        i) 
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δ)  |ημβ-ημα|
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|β-α|  για κάθε α , β
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Άσκηση 4  Έστω f: 
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 παραγωγίσιμη με f(0)=0 και f(x)-e –f(x)=x-1 , για κάθε x
[image: image34.wmf]Î
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α) Να βρείτε την  f ΄ συναρτήσει της f
β) Να δειχθεί ότι υπάρχει η f΄΄ και να βρεθεί η f΄΄(0)

γ) Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις f και f ΄ είναι γνησίως αύξουσες

δ) Να δειχθεί ότι 
[image: image35.wmf]x
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. Πότε ισχύει το ίσον;
Παρατήρηση:  Γενίκευση   του  ερωτήματος  δ)  είναι η επόμενη  
Άσκηση 5  α) Αν f ΄ γνησίως αύξουσα στο [α,β] να δείξετε: 
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                  β) Αν f ΄ γνησίως αύξουσα στο [α,+
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) να δείξετε: 
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Άσκηση 6  Να λυθεί η εξίσωση  6x+9x=7x+8x
[image: image69.wmf]Î

Άσκηση 7  Αν η f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image40.wmf]¡

και υπάρχουν 
τρία συνευθειακά σημεία της γραφικής παράστασης Cf , να δείξετε ότι:

i) Yπάρχουν δύο σημεία της Cf  στα οποία οι εφαπτόμενες είναι μεταξύ 

τους   παράλληλες                  ii)  Υπάρχει ξ
[image: image41.wmf]Î
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 τέτοιο ώστε f΄΄(ξ)=0

iii) Εξετάστε αν εφαρμόζεται το θ. Rolle για την συνάρτηση φ(x)=
[image: image42.wmf]f(x)-f(
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x-

α


στο διάστημα [β,γ]  και να δείξετε ότι υπάρχει ξ
[image: image43.wmf]Î

 (β,γ) με 
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Άσκηση 8   Έστω η f  είναι συνεχής στο [α,β] , παραγωγίσιμη στο (α,β) 

α) Αν η f ΄ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (α,β) να δείξετε ότι  
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β) Αν η f ΄ είναι γνησίως  φθίνουσα στο διάστημα (α,β) να δείξετε ότι  
[image: image46.wmf]α+βf(α)+f(β)
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γ)  Αν  f ΄(x)
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1 για κάθε x
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(α,β) , f(α)=α  και f(β)=β  να δείξετε ότι  
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Άσκηση 9  Αν η  f  είναι συνεχής στο [α,β] , παραγωγίσιμη στο (α,β) 
και f(α)=α , f(β)=β , α
[image: image50.wmf]¹

β να δείξετε ότι: 
α) Υπάρχει ξ
[image: image51.wmf]Î

 (α,β) τέτοιο ώστε f(ξ)=α+β-ξ

β) Υπάρχουν  ξ1 , ξ2 
[image: image52.wmf]Î

(α,β)  με ξ1
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ξ2 τέτοια ώστε f ΄(ξ1)f ΄(ξ2)=1
Άσκηση 10  Έστω συνεχής f : [0,2]
[image: image54.wmf]®
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 με f ΄(x) 
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0 για κάθε x
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(0,2)
Nα δείξετε ότι:  α) f(0) 
[image: image57.wmf]¹

f(2)   β) Υπάρχει x0
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(0,2) με 5f(x0)=2f(0)+3f(2)
γ) Υπάρχουν  ξ1 , ξ2 , ξ
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(α,β) τέτοια ώστε 
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Άσκηση 11  Αν η  f  είναι συνεχής στο [α,β] , παραγωγίσιμη στο (α,β) , με f(x)>0 
για κάθε x
[image: image61.wmf]Î

(α,β). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ
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(α,β) τέτοιο ώστε:  
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Άσκηση 12   Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο 
[image: image64.wmf]¡

 και η f ΄ είναι συνάρτηση ‘1-1’, να δείξετε ότι η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της γραφικής  παράστασης C  δεν έχει άλλο κοινό σημείο με την C.
► Απόδειξη ανισοτήτων με  Θ.Μ.Τ.


� EMBED Equation.DSMT4  ���Φέρουμε την ανισότητα σε μορφή που να περιέχει τον  λόγο  � EMBED Equation.DSMT4  ���  του θεωρήματος μέσης τιμής


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Εκλέγουμε  μία κατάλληλη συνάρτηση  f και εφα- ρμόζουμε το Θ.Μ.Τ. σε κατάλληλο διάστημα [α,β]


� EMBED Equation.DSMT4  ���Από την μονοτονία της f ΄ 


και την διάταξη των σημείων:  α < ξ < β 


συνθέτουμε την ζητούμενη ανισότητα














► Εύρεση παραμέτρων 


Δουλεύουμε: 


i)   Mε τα κρίσιμα σημεία στα οποία η συνάρτηση πρέπει να είναι συνεχής και παραγωγίσιμη 


ii)  Mε συνθήκες





► Εφαρμογή του θ. μέσης τιμής


Εξετάζουμε αν ισχύουν οι δύο    συνθήκες του θεωρήματος 


Αν ναι, τότε υπάρχει ξ� EMBED Equation.DSMT4  ���(α,β) τέτοιο ώστε   � EMBED Equation.DSMT4  ���(ξ)=� EMBED Equation.DSMT4  ��� 


Λύνουμε την εξίσωση (αν μπορεί να λυθεί)  και βρίσκουμε το σημείο ξ 


Στο σημείο ξ υπάρχει παράλληλη εφαπτομένη στην χορδή ΑΒ 





► Λύση εξίσωσης με θεώρημα μέσης τιμής


� EMBED Equation.DSMT4  ���Γράφουμε τα μέλη της  στην  μορφή  � EMBED Equation.DSMT4  ���  


και εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Τ. σε  βοηθητική συνάρτηση 











► Πολλαπλή εφαρμογή του θεωρήματος Μέσης Τιμής


Διαιρώντας με ενδιάμεσα σημεία ένα διάστημα [α,β] , εφαρμόζουμε πολλαπλά το Θ.Μ.Τ. για μια συνάρτηση f σε διαφορετικά διαστήματα


Πολλαπλή εφαρμογή μπορεί να γίνει και στις f , f΄ ,  f΄΄  κάτω από προϋποθέσεις





► Θ.Μ.Τ. και Bolzano


Για την πολλαπλή εφαρμογή του θεωρήματος Μέσης Τιμής σε  ένα διάστημα [α,β] , τα ενδιάμεσα σημεία μπορούν να προκύψουν και με εφαρμογή του θεωρήματος Bolzano





► Ύπαρξη σημείου 


Ένα σημείο ξ που ικανοποιεί μία σχέση , μπορεί να προκύψει και από την εφαρμογή του  Θ.Μ.Τ. 


σε κατάλληλη συνάρτηση
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