ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ – ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ  (§2.8)
Ορισμός κυρτής και κοίλης συνάρτησης
Έστω f  συνεχής σε διάστημα Δ  και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του Δ

	
[image: image1.wmf]·

 Η  f  λέγεται κυρτή στο Δ , ( ή στρέφει τα κοίλα  άνω στο Δ) ,
    αν η  f ΄ είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του Δ

Συνέπειες 
Σε μια κυρτή συνάρτηση f :

[image: image2.wmf]a

H κλίση της εφαπτομένης αυξάνεται όταν το x  διατρέχει το  διάστημα Δ

[image: image3.wmf]a

H εφαπτομένη σε κάθε σημείο του Δ,  βρίσκεται «κάτω» από την γραφική παράσταση Cf , με εξαίρεση το σημείο επαφής

[image: image4.wmf]a

Ένα σημείο πάνω στην Cf , κινείται με θετική φορά.
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[image: image6.wmf]·

 Η  f  λέγεται κοίλη στο Δ , ( ή στρέφει τα κοίλα  κάτω στο Δ) ,

    αν η  f ΄ είναι γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό του Δ

Συνέπειες 
Σε μια κοίλη συνάρτηση f :

[image: image7.wmf]a

H κλίση της εφαπτομένης ελαττώνεται όταν το x  διατρέχει το  διάστημα Δ


[image: image8.wmf]a

H εφαπτομένη σε κάθε σημείο του Δ,  βρίσκεται «πάνω» από την γραφική παράσταση Cf , με εξαίρεση το σημείο επαφής


[image: image9.wmf]a

Ένα σημείο πάνω στην Cf , κινείται με αρνητική φορά.
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Άσκηση 1  Δίνεται συνάρτηση f :
[image: image11.wmf]®
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και x0  ένα κρίσιμο σημείο της f
α) Αν η f  είναι κυρτή, να δειχθεί ότι το f(x0) είναι ολικό ελάχιστο της f 
β) Αν η f  είναι κοίλη, να δειχθεί ότι το f(x0) είναι ολικό μέγιστο της f   
Σχόλιο: Όταν θέλουμε να βρούμε τα διαστήματα στα οποία μία συνάρτηση είναι κοίλη ή κυρτή λέμε ότι την μελετάμε ως προς τα κοίλα ή τα κυρτά, ( ή την μελετάμε ως προς την κυρτότητα )
Θεώρημα (Μελέτη κυρτότητας)
Έστω f  συνεχής σε διάστημα Δ  και παραγωγίσιμη δύο φορές στο εσωτερικό του Δ
	
[image: image12.wmf]·

 Αν   f ΄΄(x) > 0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ , 
  τότε  η  f  είναι κυρτή στο Δ
Δηλώνουμε την κυρτή συνάρτηση με το σύμβολο  [image: image13.emf]
Παρατήρηση:          Η f είναι κυρτή γιατί όταν f ΄΄ > 0 
[image: image14.wmf]Þ

 f ΄
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[image: image17.wmf]·

 Αν   f ΄΄(x) < 0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ , 

  τότε  η  f  είναι κοίλη στο Δ
Δηλώνουμε την κοίλη συνάρτηση με το σύμβολο  [image: image18.emf]
Παρατήρηση:
Η f είναι κοίλη γιατί όταν f ΄΄ < 0 
[image: image19.wmf]Þ

 f ΄
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Για την μελέτη της κυρτότητας πιο γενική είναι η πρόταση:
Έστω f παραγωγίσιμη δύο φορές στο (α , β) , x0
[image: image22.wmf]Î

(α , β) 

[image: image23.wmf]·

Αν  f ΄΄(x)>0  για κάθε  x
[image: image24.wmf]Î

(α , x0)
[image: image25.wmf]È

(x0 , β) , τότε  η  f  είναι κυρτή στο (α , β)  ( γιατί θα είναι f ΄ 
[image: image26.wmf]Z

 (α , β) )                                                                 
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Αν  f ΄΄(x)<0  για κάθε  x
[image: image28.wmf]Î

(α , x0)
[image: image29.wmf]È

(x0 , β) , τότε  η  f  είναι κοίλη  στο (α , β)  ( γιατί θα είναι f ΄ 
[image: image30.wmf]]

 (α , β) )                                                                                      
	Παρατήρηση
Το αντίστροφο του θεωρήματος (μελέτη κυρτότητας) γενικά δεν ισχύει. 

Ισχύει όμως η παρακάτω πρόταση – άσκηση

α) Αν η f είναι κυρτή στο Δ , τότε f ΄΄(x) 
[image: image31.wmf]³

0 , για κάθε x
[image: image32.wmf]Î

Δ
β) Αν η f είναι κοίλη στο Δ , τότε f ΄΄(x) 
[image: image33.wmf]£

0 ,  για κάθε x
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Δ
π.χ. η f(x)=x4  είναι  κυρτή  και  η f(x)=-(
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), κοίλη  (σχήματα)
Απόδειξη
Έστω για κάποιο x0
[image: image36.wmf]Î

Δ είναι f΄΄(x0)<0. Επειδή η f ΄΄ είναι συνεχής στο Δ, θα υπάρχει διάστη -μα (x0-δ,x0+δ) ώστε  f ΄΄(x)<0 , για κάθε x
[image: image37.wmf]Î

(x0-δ,x0+δ),στο οποίο η f  θα είναι κοίλη (άτοπο)
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Παρατήρηση:  Η πρόταση ισχύει και για διαστήματα της μορφής  [α,β] , [α,β) , (α,β] ,  
[image: image110.wmf]a

Άσκηση 2   α) Να δειχθεί ότι η f(x)=x6+3x4+5x είναι κυρτή στο 
[image: image40.wmf]¡


β) Η εφαπτομένη σε κάθε σημείο της Cf  δεν τέμνει την Cf σε άλλο σημείο
Άσκηση 3 Δίνεται η συνάρτηση f :
[image: image41.wmf]®
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, δύο φορές παραγωγίσιμη , 
η οποία σε σημείο  xo
[image: image42.wmf]Î
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παρουσιάζει τοπικό ακρότατο το  0  
και ικανοποιεί τη σχέση :  f ΄΄(x) > 4(f ΄(x)-f(x)) , για κάθε x 
[image: image43.wmf]Î
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.
α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f(x)e–2x είναι κυρτή στο
[image: image44.wmf]¡

.
β) Να αποδείξετε ότι είναι f(x)
[image: image45.wmf]³

0 , για κάθε x 
[image: image46.wmf]Î
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.   
Σημεία καμπής

Έστω συνάρτηση f , παραγωγίσιμη στο (α,β) με εξαίρεση ίσως ένα σημείο x0 (στο οποίο όμως είναι συνεχής)
	Ορισμός
Το σημείο Α(x0,f(x0)) λέγεται σημείο καμπής της  γραφ. παράστασης Cf ,
αν 
[image: image47.wmf]·

 η f  είναι κυρτή στο (α,x0) και κοίλη στο (x0,β) (ή αντιστρόφως)   και  
[image: image48.wmf]·

 η Cf  έχει εφαπτομένη στο σημείο Α(x0,f(x0))

[image: image49.wmf]a

Το x0 λέγεται θέση σημείου καμπής

[image: image50.wmf]a

Λέμε ότι η f παρουσιάζει στο x0 καμπή
Κριτήριο σημείων καμπής
Αν      
[image: image51.wmf]·

 η f ΄΄ αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του x0   και
           
[image: image52.wmf]·

 ορίζεται εφαπτομένη της Cf  στο σημείο Α(x0,f(x0))
τότε    Το   Α(x0,f(x0)) είναι σημείο καμπής

Σημαντική παρατήρηση
Η εφαπτομένη σε ένα σημείο καμπής διαπερνά την γραφική παράσταση
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	Θεώρημα                                                      αντίστοιχο του θ. Fermat
Αν  η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ  και:

                      
[image: image55.wmf]·

 Το x0 είναι εσωτερικό σημείο του Δ

                      
[image: image56.wmf]·

 Το σημείο Α(x0,f(x0)) είναι σημείο καμπής

τότε                f ΄΄(x0)=0
π.χ. στο διπλανό σχήμα η f  παρουσιάζει καμπή  στα x1 , x2 , x3
αλλά η f ΄΄ υπάρχει μόνο στα x1 , x2 και είναι  f ΄΄(x1)=0 και f ΄΄(x2)=0
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	Πιθανές σημείων καμπής

Οι πιθανές θέσεις των σημείων καμπής μιας συνάρτησης f σε ένα διάστημα  Δ είναι: 


[image: image58.wmf]·

 Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία  μηδενίζεται η  f ΄΄

[image: image59.wmf]·

 Τα εσωτερικά σημεία του Δ στα οποία δεν υπάρχει η  f ΄΄


[image: image111.wmf]³


Άσκηση 4  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
[image: image60.wmf]xlnx

.  α) Να βρείτε:
i) τα διαστήματα που η f είναι κοίλη ή κυρτή και τα σημεία καμπής 

ii) Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο καμπής 

β) Να δειχθεί ότι 
[image: image61.wmf]xlnx



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image62.wmf]£

 x-1 , για κάθε x
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Άσκηση 5  α) Να δείξετε ότι ex > 2x , για κάθε x
[image: image65.wmf]Î
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β)  Έστω η f(x)=ex -
[image: image66.wmf]3

x
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-1    i) Nα δείξετε ότι είναι κυρτή

     ii) Nα δείξετε ότι   ex  > 
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+x+1   ,  για κάθε x
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Άσκηση 6  Να μελετηθεί η συνάρτηση f(x)=x4-5x2+4 , ως προς την
μονοτονία, ακρότατα, κυρτότητα και σημεία καμπής

Άσκηση 7  Aν f  παραγωγίσιμη στο
[image: image69.wmf]¡

, και δύο φορές στο
[image: image70.wmf]¡
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και ισχύουν:  f(0)=5 ,   f(2)=0 ,    f ΄(2)=0 ,     f ΄(4)=0 ,    f ΄(3)=4 

f ΄΄(x)>0  αν  x<3,   f ΄΄(x)<0  αν  x>3,  
[image: image71.wmf]x
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α) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα και τα σημεία καμπής

β) Να γίνει μια πρόχειρη γραφική παράσταση της f
Άσκηση 8  Έστω f(x) = x3–3x2συν2α + 2xσυν22α + ημ22α , x
[image: image73.wmf]Î
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και α
[image: image74.wmf]Î
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. Να αποδείξετε ότι  για οποιαδήποτε τιμή του α η 
γραφική παράσταση της f έχει μόνο ένα σημείο καμπής , το οποίο 
για τις διάφορες τιμές του α ανήκει σε  παραβολή .    
 
Άσκηση 9  Έστω  f : 
[image: image75.wmf]®
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 δύο φορές παραγωγίσιμη  με f3(x)+f(x)-x=0. Να βρεθούν:

α) Το πρόσημο της f      β) Η κυρτότητα και τα σημεία καμπής (αν υπάρχουν)
Άσκηση 10 Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου

μιας συνάρτησης f  στο διάστημα [-1,10]
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α) Να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα, γνησίως φθίνουσα, κυρτή, κοίλη και τις θέσεις των τοπικών ακροτάτων και των σημείων καμπής

β) Να κάνετε μία πρόχειρη γραφική παράσταση της f
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Άσκηση 11   Να βρείτε το α
[image: image77.wmf]Î
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 ώστε η συνάρτηση f(x)=
[image: image78.wmf]4222
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να παρουσιάζει καμπή στο σημείο x0=1
Άσκηση 12  Να βρείτε το α
[image: image79.wmf]Î
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 ώστε η συνάρτηση f(x)=x3+αx2+12x+5

να παρουσιάζει  ένα σημείο καμπής με οριζόντια εφαπτομένη
Άσκηση 13  Αν f ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα Δ.
Αν x0 είναι εσωτερικό σημείο του Δ  να δείξετε ότι το x0 δεν μπορεί να είναι
 συγχρόνως θέση τοπικού ακροτάτου και σημείου καμπής    
Άσκηση 14  Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : (0,
[image: image80.wmf]+¥

)
[image: image81.wmf]®
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 με 
f3(x)+3f(x)=e3x  και | f ΄(x)|
[image: image82.wmf]£

3 ,για κάθε x>0. 
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Nα δειχθεί:  α) f(x)>0  ,  για κάθε x>0    
β) η f είναι γνησίως αύξουσα
γ)  Η γραφική παράσταση δεν έχει σημεία καμπής    
Άσκηση 15  
Αν f : (
[image: image83.wmf]-¥

,0]
[image: image84.wmf]®
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, δύο φορές παραγωγίσιμη 
και f2(x)=x2+2x, x
[image: image85.wmf]£

0  

α) Να δειχθεί ότι  f(x)f ΄΄(x)+[f ΄(x)]2=1
β) Η f δεν έχει σημεία καμπής

Άσκηση 16  Αν f : [α,β]
[image: image86.wmf]®
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 , δύο φορές παραγωγίσιμη και f2(x)+x=(4-x)f(x) για κάθε x
[image: image87.wmf]Î

[α,β] να δειχθεί:

α) Δεν έχει κρίσιμα σημεία    β)  Δεν έχει σημεία καμπής   
Άσκηση 17  α) Αν η f : [α,β]
[image: image88.wmf]®
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 είναι κυρτή στο [α,β] τότε  
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[image: image115.wmf]È

                    β) Αν η f : [α,β]
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 είναι κοίλη στο [α,β] τότε  
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Άσκηση 18  Έστω f : [α,β]
[image: image92.wmf]®
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 , δύο φορές παραγωγίσιμη και οι f , f ΄ 
είναι κυρτές στο [α,β]Το σημείο x0=
[image: image93.wmf]α+β
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 είναι κρίσιμο σημείο της f
α) Να δείξετε  ότι f ΄(α)+ f ΄(β)>0     β)  Αν επί πλέον f(x0)=0, να δείξετε ότι f(α)+f(β)>0    
Άσκηση 19  Έστω f συνεχής στο [α,β]  και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (α,β) με f(α)=f(β)=0. 
Έστω ότι υπάρχει γ
[image: image94.wmf]Î

(α,β) τέτοιο ώστε  f(γ)>0.  Να δείξετε ότι       
 α) υπάρχει ξ 
[image: image95.wmf]Î

(α,β) τέτοιο f ΄΄(ξ)<0                               β) αν η f είναι κοίλη στο [α,β] , τότε:  
i) υπάρχει μοναδικό x0 
[image: image96.wmf]Î

(α,β) τέτοιο ώστε  f ΄(x0)=0           ii) είναι f(x)>0 , για κάθε x
[image: image97.wmf]Î

(α,β)  

Mε αφορμή το θέμα 4γ Πανελλαδικές 2003
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[image: image98.emf]
	Σχόλιο

Το ερώτημα 4γ προήλθε μάλλον από την διαίσθηση του εισηγητή , που ήταν όμως λανθασμένη...
Από το ερώτημα 4β επειδή η f ΄΄ είναι συνεχής στο [ξ1,ξ2] και f ΄΄(ξ1)f ΄΄(ξ2)<0 , σύμφωνα με το θεώρημα του Βolzano υπάρχει x0
[image: image99.wmf]Î

[ξ1,ξ2] : f ΄΄(x0)=0
Τότε το x0 είναι 
πιθανή θέση σημείου καμπής 

Για να είναι σημείο καμπής πρέπει η f ΄΄ να αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του x0, που όμως δεν προκύπτει από τα προηγούμενα 

	[image: image100.emf]
	


Παράδειγμα:    Για την f(x)=
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 βρίσκουμε:  
f ΄(x)= 
[image: image102.wmf]2
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                       και                       f ΄΄(x)= 
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Καταστρώνοντας  πίνακα μονοτονίας – κυρτότητας , 
	x
	        -2       -1-
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	και παρατηρούμε ότι:  
f(-2)=f(2)=0 ,      
 f ΄΄(-1-
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)<0  , f ΄΄(1+
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)>0         
και f ΄΄(x)=0 , για κάθε x
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Αλλά η f  δεν παρουσιάζει καμπή σε κανένα σημείο του [-2,2]




► Μελέτη της κυρτότητας και 


     εύρεση σημείων καμπής 


i)  Βρίσκουμε την  f ΄΄ , τις ρίζες της f ΄΄  και   εξετάζουμε την συνέχεια των f  και  f ΄  


ii)  Καταστρώνουμε πίνακα (κυρτότητας) και βρίσκουμε το πρόσημο της f ΄΄


iii) Από το πρόσημο της f ΄΄ στα επί μέρους διαστήματα, συμπεραίνουμε  την κυρτότητα της f  και βρίσκουμε τα σημεία καμπής


Όταν x0  ρίζα της f ΄΄


Aν    η f ΄΄ εκατέρωθεν του x0� αλλάζει πρόσημο τότε το  x0  είναι θέση σημείου καμπής


Συνέπειες


Από την μελέτη της κυρτότητας  γίνεται και  η:


� EMBED Equation.DSMT4  ���Απόδειξη ανισοτήτων:


Αν η f είναι κυρτή (αντίστοιχα κοίλη) 


τότε η εφαπτομένη στο x0


y=f(x0)+ f ΄(x0)(x-x0)


βρίσκεται κάτω (αντίστοιχα πάνω) από την Cf


άρα ισχύει


f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���y   (αντίστοιχα  f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ��� y )


��
�
��
�






    





►  Εύρεση παραμέτρων


Δουλεύουμε με το θ. του σημείου καμπής:  «Για να έχει σημείο καμπής στο x0 πρέπει  . . . »


Προσοχή!!!  Ο μηδενισμός της f ΄΄ είναι αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη σ. καμπής , και όχι ικανή.


Έτσι, αφού βρούμε τις παραμέτρους πρέπει να επαληθεύουμε τα σημεία καμπής με πίνακα κυρτότητας














► Μελέτη της κυρτότητας με την μονοτονία της f ΄


Όταν η  f ΄΄ διατηρεί πρόσημο στο 


(α, x0)� EMBED Equation.DSMT4  ���(x0,β)


και η  f ΄ είναι συνεχής στο x0 τότε 


f ΄ γνησίως μονότονη στο (α,β) 


οπότε


Στηριζόμαστε στις ιδιότητες:


� EMBED Equation.DSMT4  ��� f ΄ � EMBED Equation.DSMT4  ��� (α , β) � EMBED Equation.DSMT4  ��� f  κυρτή στο (α , β)


� EMBED Equation.DSMT4  ��� f ΄ � EMBED Equation.DSMT4  ��� (α , β) � EMBED Equation.DSMT4  ��� f  κοίλη  στο (α , β)














►Από την παράγωγο 


στην συνάρτηση


Καταστρώνουμε πίνακα προσήμων των f ΄΄ ,  f ΄  και μονοτονίας των f ΄ και f


Συμπεραίνουμε  . . .  








► Ύπαρξη σημείων καμπής


Όταν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ανοιχτό διάστημα Δ:


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Οι πιθανές θέσεις σημείων καμπής είναι οι ρίζες της f ΄΄


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν παρουσιάζει καμπή στο x�0 τότε f ΄΄(x0)=0


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν f ΄΄(x0)� EMBED Equation.DSMT4  ��� 0 δεν παρουσιάζει καμπή στο x0


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν f ΄΄(x)� EMBED Equation.DSMT4  ��� 0 , για κάθε x� EMBED Equation.DSMT4  ���Δ δεν παρουσιάζει καμπή στο Δ


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Ισχύει η ισοδυναμία:


� EMBED Equation.DSMT4  ���





► Η σχέση του θ. Μέσης Τιμής και της κυρτότητας


Προκύπτει από την μονοτονία της f ΄
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