ΘΕΩΡΗΜΑ ROLLE (§2.5)
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Θεώρημα Rolle:  Αν για την συνάρτηση f  ισχύουν

                              i) είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα  [α,β]

                             ii) είναι παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α,β)

                            iii) f(α)=f(β)

                               τότε

υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ
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(α,β) τέτοιο ώστε
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(ξ)=0
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Δηλαδή όταν ισχύουν οι προϋποθέσεις του  θεωρήματος  Rolle :                  
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 Η  
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¢

έχει μία τουλάχιστον ρίζα σε ανοικτό διάστημα  (α,β)
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 Η  εξίσωση 
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(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα σε διάστημα  (α,β)
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 Γεωμετρική ερμηνεία του θεωρήματος Rolle:

Αν ισχύουν οι συνθήκες του θεωρήματος Rolle τότε μεταξύ των άκρων σημείων  Α και Β  της γραφικής παράστασης θα υπάρχει σημείο Μ(ξ,f(ξ)) στο οποίο η εφαπτομένη της Cf  είναι παράλληλη στον άξονα  χ΄χ
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 Φυσική ερμηνεία του θεωρήματος Rolle:

Αν ένα σώμα κινoύμενο σε άξονα , διέρχεται από το σημείο Α την χρονική στιγμή t1, και επιστρέφει πάλι στο Α την χρονική στιγμή t2 , τότε υπάρχει χρονική t0 στιγμή μεταξύ των t​1 , t2  κατά την οποία  η ταχύτητά 
 του μηδενίζεται
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Άσκηση 1  Να εξετάσετε αν εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle 
για τις παρακάτω συναρτήσεις στο αντίστοιχο διάστημα 

α) f(x)=2x3+x2-8x+1 , x
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[-2,2]

β) f(x)=ημ2x+συν2x-1  , x
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[0,π]
γ)  f(x)=x2-4x+|x-2|+3  , x
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[1,3]

Άσκηση 2   i) Nα εφαρμόσετε το θεώρημα Rolle για την συνάρτηση

f(x)=xσυνx , x
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ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση εφx=
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 έχει λύση στο διάστημα (
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Άσκηση 3  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
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της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο Μ(2,12)

α) Να βρεθούν τα α , β , γ  ώστε να ισχύουν οι συνθήκες του  θ. Rolle στο [-3,5]

β) Για την f  που προέκυψε από τις τιμές των α , β , γ  να βρείτε το σημείο της Cf
στο οποίο η εφαπτομένη είναι παράλληλη στον χ΄χ
	Άσκηση 4 (Θεωρητική)  (Για παραγωγίσιμες συναρτήσεις)
α) Μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών x1 , x2 της συνάρτησης f
     υπάρχει τουλάχιστον μία ρίζα της παραγώγου  
[image: image22.wmf]f

¢


β)  Μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών ξ1 , ξ2 της παραγώγου  
[image: image23.wmf]f

¢


     υπάρχει το πολύ μία ρίζα της συνάρτησης f
γ)  Αν η f  έχει ν ρίζες   x1 , x2 ,  …  , xν 

     τότε η 
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 έχει ν-1 τουλάχιστον ρίζες
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Ορισμός:

Παράγουσα ( ή αρχική) της f στο διάστημα Δ:  Λέγεται κάθε συνάρτηση F που είναι παραγωγίσιμη στο Δ  και ισχύει   
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ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΑΡΑΓΟΥΣΩΝ
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	[f΄(x)]2+f(x) f΄΄(x)
	f(x) f΄(x)
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Σχόλιο: Διαπιστώσατε για τις συναρτήσεις του πίνακα ότι  F΄(x)=f(x)
Άσκηση 5  Να δειχθεί ότι η εξίσωση 8αx3+9βx2-6βx-2α=0
έχει μία τουλάχιστον λύση στο διάστημα (0,1)

Άσκηση 6  Να δειχθεί ότι η εξίσωση (x2-4)συνx+2xημx=0
έχει τουλάχιστον δύο ρίζες στο διάστημα (-2,2)
Άσκηση 7  Έστω f συνεχής στο [α,β] , α>0 και παραγωγίσιμη στο (α,β) για την οποία  είναι 
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α) Να δείξετε ότι η εξίσωση xf΄(x)=f(x) έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (α,β)

β) Να δείξετε ότι υπάρχει εφαπτομένη της Cf​  η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων
Σχόλιο: Τα ζητήματα ύπαρξης σημείου που ικανοποιεί μια σχέση ισοδυναμούν με την ύπαρξη λύσης μιας εξίσωσης και λύνονται με το θ. Βolzano σε βοηθητική συνάρτηση. Όταν όμως το θ. Βolzano δεν εφαρμόζεται , κάνουμε χρήση του  θ. Rolle σε κατάλληλη  συνάρτηση.

Άσκηση 8  Έστω f συνεχής στο [α,β]  και παραγωγίσιμη στο (α,β) με  f(β)=0

Να δείξετε ότι υπάρχει ξ
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(α,β) τέτοιο ώστε  f΄(ξ)=
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Άσκηση 9  Να δείξετε ότι η εξίσωση x2-2x+2ln(x+1)=0
έχει το πολύ μία ρίζα 
Άσκηση 10  Να δειχθεί ότι η εξίσωση  x4+αx3+α2x2+βx+γ=0  
έχει το πολύ δύο ρίζες στο πεδίο ορισμού της


Άσκηση 11  Να δειχθεί ότι η εξίσωση  αx=βx+α 

έχει ακριβώς μία ρίζα αν α>1 και β<0
Άσκηση 12  Να δειχθεί ότι η εξίσωση  x4-x3+5x2+αx+β=0 

με α , β 
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¡

 και β<0 έχει δύο μόνο ρίζες άνισες
Άσκηση 13  Έστω f : 
[image: image49.wmf]®
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 παραγωγίσιμη συνάρτηση με f΄(x)
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0 για κάθε x
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α) Να δειχθεί ότι η f αντιστρέφεται 
β) Να δειχθεί ότι  δεν είναι άρτια συνάρτηση

γ) Να δειχθεί ότι  η εξίσωση f(x)+f(α-x)=0 έχει μοναδική λύση για κάθε α
[image: image52.wmf]Î
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► Ύπαρξη τουλάχιστον ν ριζών εξίσωσης


i)   Μεταφέρουμε τους όρους της εξίσωσης στο α΄ μέλος


ii)  Θεωρώντας το α΄ μέλος σαν συνάρτηση f βρίσκουμε   την  παράγουσά της F (βοηθητική συνάρτηση)


iii) Εφαρμόζουμε στην παράγουσα συνάρτηση το θεώρη- μα Rolle  ν φορές , σε ν κατάλληλα  διαστήματα. 





► Ύπαρξη  το πολύ ν ριζών  εξίσωσης (με άτοπο)


i)   Μεταφέρουμε τους όρους της εξίσωσης στο α΄ μέλος


ii)  Υποθέτουμε ότι υπάρχουν ν+1 τουλάχιστον ρίζες και εφαρμόζουμε το θεώρημα Rolle για την συνάρτηση f που προκύπτει από το α΄ μέλος 


iii)  Οι ρίζες της f΄ που βρίσκουμε οδηγούν σε άτοπο








► Ύπαρξη  ακριβώς ν  ριζών  εξίσωσης


i)  Δείχνουμε την ύπαρξη ν τουλάχιστον ριζών


(Με Βolzano ή Rolle-παράγουσας ή πραφανή ρίζα)


ii)  Δείχνουμε την ύπαρξη  ν το πολύ ριζών 


(Με Rolle-άτοπο  ή με μονοτονία)


iii) Tότε υπάρχουν ακριβώς ν ρίζες





► Ύπαρξη σημείου ξ 


Θέτουμε x στην θέση του ξ , και το πρόβλημα ανάγεται στην ύπαρξη ρίζας εξίσωσης ( Άσκ. 5) 








► Εφαρμογή του θ. Rolle


Εξετάζουμε αν ισχύουν οι τρείς συνθήκες του θεωρήματος 


Αν ναι, τότε θα υπάρχει ρίζα της f΄ στο ανοικτό διάστημα


Λύνουμε την εξίσωση f΄(ξ)=0 (αν μπορεί να λυθεί)  και βρίσκουμε το σημείο ξ 





► Συνέπειες της εφαρμογής του θ. Rolle


O μηδενισμός της παραγώγου έχει σαν συνέπεια την λύση μιας εξίσωσης εφ’ όσον αυτή μπορεί να πάρει την μορφή f΄(x)=0 





► Εύρεση παραμέτρων 


Δουλεύουμε: 


i)   Mε τα κρίσιμα σημεία στα οποία η συνάρτηση πρέπει να είναι συνεχής και παραγωγίσιμη 


ii)  Mε τα άκρα του διαστήματος στα οποία η τιμές της f είναι ίσες


iii) Mε συνθήκες
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