ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο   (ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ)
Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ  (§2.1)
Εισαγωγή
Η παράγωγος σαν μαθηματική έννοια προηγήθηκε της έννοιας του ορίου, αλλά η αφετηρία για την ανάπτυξη των εννοιών αυτών  ήταν κοινή. Πιο συγκεκριμένα , η έννοια της παραγώγου άρχισε να διαμορφώνεται όταν οι  ερευνητές του 17ου  και του 18ου αιώνος προσπάθησαν να απαντήσουν στα εξής δύο ερωτήματα:
i)  Tι ονομάζεται και πώς ορίζεται η στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού.
ii) Πώς ορίζεται η εφαπτομένη σε ένα σημείο μίας καμπύλης;
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Στιγμιαία ταχύτητα

Είναι γνωστό ότι η κίνηση ενός σώματος πάνω σε άξονα μπορεί να περιγραφεί από την συνάρτηση θέσης  S(t)   (ή εξίσωση κίνησης S(t)) , η οποία καθορίζει την θέση του  κινητού για κάθε χρονική στιγμή t
Θα προσεγγίσουμε την έννοια της στιγμιαίας ταχύτητας στην χρονική στιγμή t0 έχοντας σαν παράδειγμα κίνησης την ελεύθερη πτώση στο κενό  με εξίσωση κίνησης  S(t)=
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	Βήμα 1ο
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Θεωρούμε υλικό σημείο που πέφτει από ύψος στο έδαφος 

Όπως γνωρίζουμε η μέση ταχύτητά του για την χρονική μεταβολή από t0 έως  t  είναι
υμ=
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	Βήμα 2ο
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Ελαττώνουμε τώρα την χρονική μεταβολή δίνοντας στο t τιμές  πολύ κοντά στο t0 , δηλαδή  t
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g(t + t0) μεταβάλλεται και προσεγγίζει καλύτερα το ρυθμό αλλαγής της θέσης του κινητού
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	Βήμα 3ο
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Το t ‘παίρνει’ την οριακή του τιμή  t0  

Τότε η μέση ταχύτητα έχει πάρει την οριακή της τιμή  που είναι το 
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Η οριακή αυτή τιμή της μέσης ταχύτητας  ονομάζεται 
στιγμιαία ταχύτητα  ή απλώς ταχύτητα του κινητού στην χρονική στιγμή t0 
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[Εισαγωγήκειμένουεδώ.]




Ώστε : Η ταχύτητα ενός κινητού που έχει εξίσωση κίνησης S(t) , κατά την χρονική στιγμή t0 είναι
                                               υ(t0) = 
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Εφαπτομένη καμπύλης
Είναι γνωστό ότι η εφαπτομένη κύκλου είναι η ευθεία που έχει ένα μόνο κοινό σημείο με τον κύκλο. Ο ορισμός αυτός δεν μπορεί να γενικευθεί για οποιαδήποτε καμπύλη. 
Θα προσεγγίσουμε την έννοια της εφαπτομένης σε σημείο A(x0,y0) μιας καμπύλης C, που είναι γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f
	Βήμα 1ο
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Θεωρούμε ένα σταθερό σημείο Α(x0 , f(x0))  καθώς και ένα άλλο μεταβλητό σημείο Μ(x , f(x)) της καμπύλης  C
Η χορδή ΑM έχει συντελεστή διεύθυνσης  λΑΜ = 
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	Βήμα 2ο
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Το Μ αρχίζει και κινείται πάνω στην καμπύλη προς το σημείο Α
Τότε όμως     
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           άρα     η γωνία φ μεταβάλλεται 
  οπότε και     ο λόγος  
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	Βήμα 3ο
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Το Μ ‘φθάνει’ στην οριακή θέση του που είναι το σημείο Α , οπότε και
η χορδή ΑΜ παίρνει μια οριακή θέση που είναι μία  ευθεία ε
Η οριακή αυτή ευθεία ε είναι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης στο σημείο Α(x0,f(x0))
Συνοψίζοντας τις παραπάνω μεταβολές έχουμε:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image34.wmf]0
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Ώστε: 

[image: image36.wmf]a

Η  εφαπτομένη στο σημείο Α(x0 , f(x0)) της γραφικής παράστασης Cf  ορίζεται ως η ευθεία  ε που διέρχεται από το Α και έχει συντελεστή διεύθυνσης  
λ=
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image38.wmf]0
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Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Α(x0 , f(x0)) της  Cf είναι
y-f(x0)=λ(x-x0)
Παράγωγος σε σημείο x0
Έστω συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού Α και σημείο x0 
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Ορισμός: Η  f  λέγεται παραγωγίσιμη στο x0 , αν υπάρχει το όριο
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                   Το όριο αυτό λέγεται παράγωγος της f στο x0  και συμβολίζεται  
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Άλλος ορισμός:          
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                   (θέσαμε x=x0+h  , οπότε  h=x - x0  , και h
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Σχόλιο: Αν τα παραπάνω όρια δεν υπάρχουν ή είναι 
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, λέμε ότι η f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0
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Συμβολισμός  Lagrange για την 
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Αν θέσουμε y=f(x) , γράφουμε για την 
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Άσκηση 1  Να  βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων  
α) f(x)=2-x+xημ|x|    στο σημείο x0=0
β) g(x)=
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Άσκηση 2  Aν f(x)=
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(0)=0 , να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0
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Άσκηση 3  Έστω f συνάρτηση συνεχής στο 1, για την οποία ισχύει 
 x2f3(x)+2f(x)=x3-1, για κάθε x
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.Nα δειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 1
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Πλευρικές  παράγωγοι   
Αν x0 είναι εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού  τότε τα όρια 
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 (αν υπάρχουν στο 
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) λέγονται πλευρικές παράγωγοι στο x0 

H f είναι παραγωγίσιμη στο x0 αν και μόνον αν οι πλευρικές παράγωγοι είναι ίσες
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Άσκηση 4  Να εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιμες οι συναρτήσεις 
α) f(x) = |x2-x|  στα σημεία  x0=1   και x0=2

β) g(x) = 1+
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Άσκηση 5  Έστω συνάρτηση f : 
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, παραγωγίσιμη στο 0 με f(0)=0
και  f(x)+|x|
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Άσκηση 6  Αν οι συναρτήσεις f  και  g  είναι παραγωγίσιμες στο α και f(α)=g(α)=0
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Άσκηση 7  Έστω η συνάρτηση f  με f(0)= 0  και 
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α)  
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Άσκηση 8  Αν f  παραγωγίσιμη στο x0  να δείξετε ότι:

i)  
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Παράγωγος και συνέχεια 
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Θεώρημα:    Αν μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο x0 , τότε είναι και συνεχής στο x0
Απόδειξη
Παρατηρήσεις  
To αντίστροφο του θεωρήματος δεν ισχύει.  Δηλαδή:

[image: image82.wmf]a

Μπορεί μια συνάρτηση να είναι συνεχής σε σημείο x0, χωρίς όμως να είναι παραγωγίσιμη στο x0
Ισχύει όμως:
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Αν η συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής στο x0 , τότε δεν είναι και παραγωγίσιμη στο x0 
Άσκηση 9  Aν η f είναι συνεχής στο 0, να δείξετε ότι η g(x)=f(x)ημx είναι παραγωγίσιμη στο 0.
Άσκηση 10    Αν f(x) = 
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(0)=α, να δείξετε ότι:
α) Η f  είναι συνεχής στο 0 , αλλά όχι παραγωγίσιμη στο 0

β) Η συνάρτηση 
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 είναι παραγωγίσιμη στο 0 , αν και μόνον αν ισχύει 
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Άσκηση 11  Αν η συνάρτηση f : 
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είναι συνεχής στο 3 και 
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να δείξετε ότι f(3)=0 και ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 3 με 
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Άσκηση 12  Για ποιες τιμές του α
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  η συνάρτηση f(x)=
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 i) είναι συνεχής στο σημείο 0;   ii) είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 0;   
Άσκηση 13  Για ποιες τιμές των α , β
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  η συνάρτηση  f(x)=
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 είναι παραγωγίσιμη στο  x0=-1;
Σχέση παραγώγου και στιγμιαίας ταχύτητας
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 H στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού την χρονική στιγμή t0 , είναι η παράγωγος της συνάρτησης θέσης  S(t)  του κινητού κατά την χρονική στιγμή  t0
                        υ(t0) = S΄(t0)
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 Για την εξίσωση κίνησης  S(t) ισχύουν :
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 S(t)=0  ,  το κινητό είναι στην αρχή του άξονα 
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 S(t)
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, κίνηση προς τα δεξιά   -   S(t)
[image: image101.wmf]]

, κίνηση προς τα αριστερά
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 S(t)>0, θέση επί του θετικού άξονα    -   S(t)<0, θέση επί του αρνητικού  άξονα.
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	Άσκηση 14  Στο διπλανό σχήμα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων θέσεως τριών κινητών που κινήθηκαν πάνω στον άξονα χ΄χ στο χρονικό διάστημα από 0 έως 8 sec. Nα βρείτε:

i)   Ποιο κινητό ξεκίνησε από την αρχή του άξονα κίνησης;
ii)  Ποιο κινητό κινήθηκε μόνο προς τα δεξιά:

iii) Ποιο κινητό άλλαξε φορά κίνησης τη χρονική στιγμή t=2 sec ποιο τη χρονική στιγμή t=4 sec και ποιο τη χρονική στιγμή t=5 sec ;

iv) Ποιο κινητό κινήθηκε προς τα αριστερά στο διάστημα  0 έως 4 sec 

v)  Ποιο κινητό τερμάτισε ποιο κοντά στην αρχή του άξονα κίνησης;
vi) Ποιο κινητό διάνυσε το μεγαλύτερο διάστημα;
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	vii) Aν οι ευθείες  ε , ζ , η είναι εφαπτόμενες  των γραφικών παραστάσεων και παράλληλες στον χ΄χ , να ερμηνεύσετε την κίνηση στα αντίστοιχα σημεία
viii) Τι συμπεραίνετε αν οι εφαπτόμενες  θ και  ι  στα αντίστοιχα σημεία είναι παράλληλες;
ix) Ποιο κινητό δεν μηδένισε την ταχύτητά του στο χρονικό διάστημα από 0 έως 8 sec 
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Σχέση παραγώγου και εφαπτομένης 
	
[image: image106.wmf]·

 Η παράγωγος σε σημείο x0 του πεδίου ορισμού μιας συνάρτησης  f  είναι ίση με τον συντελεστή διεύθυνσης λ της εφαπτομένης ε στο σημείο Α(x0, f(x0)) της γραφικής  παράστασης Cf    

λ=
[image: image107.wmf]0

f(x)

¢
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 Η εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο Α(x0,y0)  της   Cf :  Είναι  η
y-f(x0)=
[image: image109.wmf]0

f(x)

¢

(x-x0)
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 Κλίση της f στο x0  (ή  κλίση της Cf  στο Α(x0, f(x0)) ): Λέγεται 

    η κλίση της εφαπτομένης  ε  στο Α(x0, f(x0))
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Άσκηση 15  Αν f(x)=
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 να δειχθεί ότι ορίζεται εφαπτομένη της Cf στο σημείο Α(0,1) , με γωνία 45ο
Άσκηση 16   Αν η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 
και για κάθε x,y
[image: image113.wmf]Î
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   ισχύει f(x+y)=f(x)+f(y)+5xy 
να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο x0
[image: image114.wmf]Î
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Άσκηση 17    i) Aν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο α  και f(α)
[image: image115.wmf]¹

0 ,

να δειχθεί ότι η |f| είναι παραγωγίσιμη στο α

ii) Aν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο α  και f(α)=0 ,
να δειχθεί η ισοδυναμία:      |f| παραγωγίσιμη στο α 
[image: image116.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image117.wmf]f
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(α)=0

Άσκηση 18  Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιμες στο x0=1 και ισχύει 
f(1)=g(1) και f(x)+x
[image: image118.wmf]£

g(x)+x2 , x
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, να δείξετε ότι: 
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(1)=
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Άσκηση 19    Έστω η συνάρτηση  f :
[image: image122.wmf]®
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 που είναι παραγωγίσιμη στο 1 ,

και η συνάρτηση g(x)=
[image: image123.wmf]32
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 που είναι παραγωγίσιμη στο 1.

Να βρείτε την   f(1)   και την   
[image: image124.wmf]f
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Άσκηση 20  Έστω η συνάρτηση  f :
[image: image125.wmf]®
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 που είναι παραγωγίσιμη στο 2 ,

και η συνάρτηση g(x)=
[image: image126.wmf]f(3x-1),x1

f(5x-3),x<1
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 που είναι παραγωγίσιμη στο 1.

Να βρείτε την 
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► Εύρεση � EMBED Equation.DSMT4  ���(x0) με τον ορισμό της παραγώγου


Βρίσκουμε το  � EMBED Equation.DSMT4  ��� ή το � EMBED Equation.DSMT4  ��� και αν αυτό είναι πραγματικός αριθμός  κ τότε  � EMBED Equation.DSMT4  ���(x0)=κ





► Εύρεση ορίου με την βοήθεια γνωστής παραγώγου


Στο όριο που ζητάμε εμφανίζουμε  το � EMBED Equation.DSMT4  ��� που είναι η γνωστή  � EMBED Equation.DSMT4  ���(x0)





► Χρήση πλευρικών παραγώγων  στην εύρεση της  � EMBED Equation.DSMT4  ���(x0)


Όταν εκατέρωθεν του x0 , η f  ορίζεται με διαφορετικό τύπο ή έχει απόλυτα ,  τότε βρίσκουμε τις πλευρικές παραγώγους  και αν αυτές είναι ίσες, μας δίνουν την � EMBED Equation.DSMT4  ���(x0)





► Παράγωγος από ανισότητα


Από την δοσμένη ανισότητα σχηματίζουμε τον λόγο μεταβολής � EMBED Equation.DSMT4  ��� για x<x0 και x>x0 . Μετά παίρνουμε τα όρια , τα οποία πρέπει να συμφωνούν με την διάταξη





► Ο σχηματισμός του λόγου μεταβολής  � EMBED Equation.DSMT4  ��� μπορεί να γίνει από μία σχέση που περιέχει την f  





► Εύρεση παραμέτρων για να    υπάρχει  η  � EMBED Equation.DSMT4  ���(x0)





� EMBED Equation.DSMT4  ��� Mία παράμετρος α


i) Από την συνέχεια της f στο x0 βρίσκουμε μια τιμή α. 


ii) Αντικαθιστούμε το α στον τύπο.  iii) Εξετάζουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0





� EMBED Equation.DSMT4  ��� Δύο παράμετροι α , β


i) Από την συνέχεια της f στο x0 βρίσκουμε μια σχέση για τα  α , β


ii) Αντικαθιστούμε στον τύπο της f 


iii) Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο x0  πρέπει ….





► Παράγωγος και συναρτησιακές σχέσεις


Συνήθως δίνεται η παράγωγος σε ένα σημείο και ζητείται η παράγωγος στο πεδίο ορισμού Α


i) Θεωρούμε τυχαίο x0 στο Α , οπότε πρέπει να δείξουμε ότι υπάρχει η � EMBED Equation.DSMT4  ���(x0)


ii) Χρήση του ορισμού� EMBED Equation.DSMT4  ���(x0) =� EMBED Equation.DSMT4  ���

















► Θεωρητική άσκηση 


Παράγωγος της f  και παράγωγος της |f|  σε σημείο α





► Συναρτήσεις με διπλό τύπο παραγωγίσιμες στα κρίσιμα σημεία x0 αλλαγής του τύπου 


Εργαζόμαστε:


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Με την συνέχεια στο σημείο x0


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Με πλευρικές παραγώγους   στο x0








► Αλλαγή μεταβλητής για τον σχηματισμό του  � EMBED Equation.DSMT4  ���
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