ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ- ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να δειχθεί ότι η εξίσωση  
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ημ(συνx)+συν(πημx)=0
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, έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα 
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2. Αν  f συνεχής στο [0,1] και 0<f(x)<1 , για κάθε x
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[0,1] ,  να δειχθεί ότι υπάρχει ξ
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(0,1) τέτοιο ώστε                       
      f2009(ξ)+ξ=f(ξ)

3. Να αποδειχθεί ότι εφαρμόζεται το θεώρημα του Bolzano για την συνάρτηση
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4. Να δειχθεί ότι η εξίσωση  3συνx-x-2=0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα 
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5. Έστω f : 
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 συνεχής  με f(x)=x3+αx2+β και  α+β<-1 , β>0. 
       Να δειχθεί ότι η εξίσωση f(x)=0  έχει ακριβώς τρεις ρίζες στο 
[image: image8.wmf]¡


6. Να δειχθεί ότι η εξίσωση x3+λx-2=0 με λ>0  έχει μόνο μία πραγματική ρίζα
7. Έστω συνάρτηση f : [-α,α]
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 [-α,α] συνεχής. Να δειχθεί ότι υπάρχει x0
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[-α,α] , ώστε f(x0)=x0
8. Έστω  f , g  συνεχείς στο [α,β]  με  α
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f(x)
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β   και α
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g(x)
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β  , για κάθε x
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[α,β] . Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον γ
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[α,β] , τέτοιο ώστε f(g(γ))=γ
9. Αν  α<β<γ να δειχθεί ότι η εξίσωση 
[image: image17.wmf]123
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 έχει ακριβώς δύο ρίζες στο 
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10. Έστω f συνεχής στο [α,β].  α) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f(α+β-x) είναι συνεχής στο  [α,β]. 
       β) Να δειχθεί ότι υπάρχει ξ 
[image: image19.wmf]Î

 [α,β] ώστε f(α+β-ξ)=f(ξ)

11. Δίνεται η ‘1-1’ συνάρτηση f(x)= αx3+2x2+βx-4  με α>0            α) Να δείξετε ότι  αβ>1
       β) Να δείξετε ότι η εξίσωση  f(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (0,1)

12. Έστω συνεχής συνάρτηση f με f2(x)+x2=5x , για κάθε x
[image: image20.wmf]Î

(0,5). 
       α) Nα δείξετε ότι η f δεν έχει ρίζες στο (0,5)      β)  Nα δείξετε ότι η f έχει σταθερό πρόσημο στο (0,5)

       γ) Να βρεθεί ο τύπος  της f  στο (0,5) αν γνωρίζουμε ότι f(1)=2
13. Για την συνεχή συνάρτηση f στο [0,1]  ισχύει  f(0)=2  και f(1)=4. Aν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ξ στο [0,1] , ώστε f(ξ)=
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14. Δίνονται οι συναρτήσεις f(x)=ex-α -1  και g(x)=ln(αx+1)+α , όπου α
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      α) Να δειχθεί ότι η εξίσωση f(x)=αx  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  [α,α+1].
      β)Αν ξ είναι μία ρίζα της εξίσωσης f(x)=αx στο [α,α+1] , να δείξετε ότι 
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15. Για την συνεχή συνάρτηση f  ισχύει ότι: f3(x)+βf2(x)+γf(x)=x3-2x2+6x-1, για κάθε x
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, με β,γ 
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 και β2<4γ. Αν η f είναι γνησίως στο 
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αύξουσα να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα της εξίσωσης  f(x)=0 στο διάστημα  (0,1)
16. Έστω f συνεχής στο διάστημα Δ =(α,β) , f  γνησίως φθίνουσα στο (α,γ] και  f  γνησίως  αύξουσα στο [γ,β) , όπου γ
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(α,β). Αν f(γ)=-1  , 
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 να βρεθεί 
      α) Το σύνολο τιμών f(Δ) της  f       β)  Το πλήθος των ριζών της f  στο διάστημα Δ

17. Να δείξετε ότι η  εξίσωση   (x-β)(x2ν+1)+ (x-α)(x2κ+1)=0 με ν , μ 
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 και α<β , έχει ρίζα στο (α,β)
18. Η f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα [0,1]  με f(0)=1 και f(1)=5.Δείξτε ότι η ευθεία y=3 τέμνει την γραφική παράσταση  της f σε ένα μοναδικό σημείο με τετμημένη στο διάστημα  (0,1)
19. Δίνεται η f(x)=ex+lnx-1   
      α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της      β)  Να δειχθεί ότι υπάρχει ξ>0 , τέτοιο ώστε  lnξ+eξ=1
20. Αν η f  είναι συνεχής στο [α,β] και f(α)
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0 , να δειχθεί ότι υπάρχει  γ
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(α,β) ώστε να ισχύει 
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21. Οι f , g  είναι συνεχείς στο [α,β]  , α<0<β   με  f(x)-g(x)=cx ( c σταθερά) , για κάθε x
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       Αν f(α)=f(β)=0 , να δειχθεί ότι η g(x)  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο [α,β]
22. Έστω f : [0,1]
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 συνεχής για την οποία  
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  και ημ2x
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xf(x) 
[image: image39.wmf]£

2x για κάθε x
[image: image40.wmf]Î

[0,1]. Nα δείξετε ότι η γραφική παράσταση της f τέμνει την ευθεία ε: 2x+y-3=0 σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη στο διάστημα (0,1)
23. Έστω η συνεχής συνάρτηση f : (1, 
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 για την οποία ισχύει  
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|f(x)-1|-=x-1
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 , για κάθε x>1

 Nα δειχθεί ότι η f  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (1, 
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24. Έστω οι συνεχείς συναρτήσεις f,g : 
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 με  f(x)g(x)=ex , για κάθε  x
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με f(1)>3  και g(2)>2. 
              Nα δείξετε ότι :         α) f(x)>0, για κάθε  x
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           β) Υπάρχει x0 
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(1,2) τέτοιο ώστε g(x0)=x0
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