ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΣΥΝΕΧΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ  (§1.8)
	Θεώρημα του Bolzano    
Έστω συνάρτηση f  ορισμένη σε κλειστό διάστημα  [α , β]


[image: image1.wmf]·

Θεώρημα:  Αν     i)  Η  f  είναι συνεχής στο [α,β]           και                    
                                ii)  f(α)f(β) < 0
    τότε                 υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0
[image: image2.wmf]Î

(α , β)  τέτοιο ώστε  f(x0)=0
Δηλαδή με λόγια:
Αν μία συνεχής συνάρτηση f παίρνει ετερόσημες τιμές στα άκρα κλειστού διαστήματος [α,β], τότε θα έχει ρίζα στο ανοικτό διάστημα (α,β)                   

[image: image3.wmf]·

Όταν ισχύουν οι προϋποθέσεις του  θεωρήματος  Βolzano :

[image: image4.wmf]a

 Η συνάρτηση f  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο ανοικτό διάστημα  (α,β)
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 Η  εξίσωση f(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  διάστημα  (α,β)

[image: image6.wmf]a

 H γραφική παράσταση της f τέμνει τον άξονα χ΄χ σε ένα τουλάχιστον σημείο του ανοικτού διαστήματος (α,β)                    (γεωμετρική ερμηνεία)
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[image: image150.wmf]·


Άσκηση 1  Να δειχθεί ότι εφαρμόζεται το θεώρημα του  Bolzano για την
συνάρτηση  
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  στο διάστημα   [-3,5] 
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Άσκηση 2  Να βρεθούν οι παράμετροι α, β ώστε να ισχύει το θεώρημα

του Bolzano για την 
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Παρατήρηση 1
	
[image: image11.wmf]·

Το θεώρημα  Βolzano  εξασφαλίζει την ύπαρξη ριζών της f  στο ανοικτό (α,β) αλλά δεν δίνει πληροφορίες για το πλήθος των ριζών

Αν όμως επί πλέον η f  είναι  γνησίως  μονότονη στο [α,β], τότε θα έχει μοναδική ρίζα στο (α,β)
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[image: image13.wmf]·

Το θεώρημα  Βolzano  εξασφαλίζει την ύπαρξη ρίζας   στο ανοικτό (α,β) αλλά δεν προσδιορίζει  ποια είναι αυτή
	


[image: image152.wmf]£

Άσκηση 3  Nα δειχθεί ότι η συνάρτηση f(x)=2xημx-exσυνx 
έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0,
[image: image14.wmf]2
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Άσκηση 4 Να δειχθεί ότι η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image15.wmf]®
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 τέτοια ώστε 
για κάθε x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image17.wmf]¡

να ισχύει f3(x)+f2(x)+f(x)=xex-συνx , 
έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  (0,1)
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 Άσκηση 5  Να δειχθεί ότι η εξίσωση 
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έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (α,β)
Άσκηση 6  Nα δειχθεί ότι έχει δύο ακριβώς ρίζες η εξίσωση

 (x-2)(x-3)+4(x-1)(x-3)+7(x-1)(x-2)=0 στο διάστημα  (1,3)

[image: image154.wmf]·

Άσκηση 7  Έστω η συνεχής συνάρτηση 
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 και 
η συνάρτηση  
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.α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της 
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β) Να αποδείξετε ότι η 
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  είναι συνεχής συνάρτηση.
γ) Η εξίσωση 
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 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο 
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Άσκηση 8  Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:
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 με 0
[image: image27.wmf]£

f(x)
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1.Nα δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 
x0
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[0,
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]  τέτοιο ώστε  f(ημx0)=ημx0
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Άσκηση 9  Oι συναρτήσεις f,g είναι συνεχείς στο [α,β] με f(α)=g(β) και f(β) = g(α)
με g(α)
[image: image31.wmf]¹

g(β) . Να αποδείξετε ότι:     α) Υπάρχει x0
[image: image32.wmf]Î

(α,β) τέτοιο ώστε f(x0)=g(x0)

β) Οι γραφικές παραστάσεις των f , g έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σημείο

Παρατήρηση 2        Το αντίστροφο του θεωρήματος Βolzano δεν ισχύει:  Δηλαδή

	
[image: image33.wmf]·

Είναι δυνατόν η f  να  έχει ρίζα στο [α,β] , αλλά οι τιμές  f(α) και f(β) να είναι ομόσημες 
Είναι δυνατόν η f  να  έχει ρίζα στο [α,β] , αλλά η f  να μην είναι συνεχής στο [α,β]
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Άσκηση 10 Να δειχθεί ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν ρίζες χωρίς όμως να πληρούν τις συνθήκες του θ. Bolzano
α) 
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 στο διάστημα [0,4]                          β) f(x)= x3-x     στο διάστημα   [
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Παρατήρηση 3 
	
[image: image38.wmf]·

Αν μία συνεχής συνάρτηση δεν μηδενίζεται σε διάστημα  (ανοικτό ή κλειστό) ,τότε θα διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα αυτό

Ειδικά:

Με f συνεχή και f(x)
[image: image39.wmf]¹

0 για κάθε x
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(α,β) :
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Αν για κάποιο κ
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(α,β) , f(κ)>0  τότε   f(x)>0  για κάθε x
[image: image43.wmf]Î

(α,β)
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Αν για κάποιο κ
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(α,β) , f(κ)<0  τότε   f(x)<0  για κάθε x
[image: image46.wmf]Î

(α,β)
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[image: image49.wmf]·

Μια συνεχής συνάρτηση  διατηρεί πρόσημο μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της
Δηλαδή:
Αν f συνεχής και x1 , x2 διαδοχικές ρίζες της  (x1<x2) τότε 

η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο διάστημα  (x1 , x2)
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Άσκηση 11  Αν η f είναι συνεχής στο [0,π] και ισχύει συν3x+f2(x)=1
για κάθε  x
[image: image51.wmf]Î

[0,π], να δείξετε ότι η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο (0,π)

Άσκηση 12  Να βρείτε το πρόσημο των τιμών των συναρτήσεων 
α) f(x)= ημx-συνx , για όλες τις τιμές του x ,όταν x
[image: image52.wmf]Î

[0,2π]
β) f(x)=x3-3x2-4x+12 , για όλες τις τιμές του x
[image: image53.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image54.wmf]¡


Άσκηση 13  Έστω η συνεχής f :
[image: image55.wmf]®
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 με f(2)=1  και 1 , 4 είναι διαδοχικές 
ρίζες της  εξίσωσης f(x)=0. Να βρείτε το 
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Άσκηση 14 Έστω f συνεχής στο [-2,2]  με x2+f2(x)=4 για κάθε  x
[image: image57.wmf]Î

[-2,2]
α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης f(x)=0
β) Να δείξετε ότι η f διατηρεί πρόσημο στο διάστημα (-2,2)
γ) Ποιος μπορεί να είναι ο τύπος και η γραφική παράσταση της f;

δ) Αν f(1)=-
[image: image58.wmf]3

  να βρείτε την f(x)

Παρατήρηση 4
	
[image: image59.wmf]·

Αν η f  δεν μηδενίζεται στο ανοικτό (α,β) και οι τιμές στα άκρα είναι ετερόσημες , τότε η  f δεν είναι συνεχής στο [α,β]


[image: image60.wmf]·

Αν η f  δεν μηδενίζεται στο ανοικτό (α,β) και είναι συνεχής στο [α,β], τότε οι τιμές στα άκρα είναι ομόσημες
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Άσκηση 15 Αν για την f :
[image: image63.wmf]®
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 ισχύει  f(1)+2f(2)+3f(3)=0  και  f(x)
[image: image64.wmf]¹

0
για κάθε x
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, να δείξετε ότι η f  δεν είναι συνεχής  
	Θεώρημα ενδιαμέσων τιμών
Έστω συνάρτηση f  ορισμένη σε κλειστό διάστημα  [α , β]


[image: image66.wmf]·

Θεώρημα :  Αν     i) H f  είναι συνεχής στο [α,β]                       και   
                                 ii) f(α)
[image: image67.wmf]¹

f(β)         

τότε           για κάθε αριθμό η μεταξύ των  f(α)  και  f(β)  υπάρχει        ένας τουλάχιστον ξ 
[image: image68.wmf]Î

(α,β) τέτοιο ώστε f(ξ)=η
Δηλαδή με λόγια:
Μια συνεχής συνάρτηση f  σε κλειστό διάστημα [α,β] , παίρνει όλες τις ενδιάμεσες τιμές μεταξύ των f(α) και f(β)               
Απόδειξη
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[image: image71.wmf]·

Όταν ισχύουν οι προΰποθέσεις του θεωρήματος ενδιαμέσων τιμών:

[image: image72.wmf]a

Η εξίσωση f(x)=η , όπου  η
[image: image73.wmf]Î

(f(α),f(β)) , έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο ανοιχτό διάστημα  (α,β)


[image: image74.wmf]a

Αν το 0  ανήκει στο διάστημα  (f(α),f(β)) , τότε η εξίσωση f(x)=0 έχει τουλάχιστον  μια ρίζα  

[image: image75.wmf]a

 H γραφική παράσταση της f τέμνει την ευθεία  y=η , όπου η
[image: image76.wmf]Î

(f(α),f(β)) , σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη  ξ 
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 (α,β)

(γεωμετρική ερμηνεία)
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Παρατήρηση 5
	
[image: image79.wmf]·

Αν η f δεν είναι συνεχής σε διάστημα [α,β] , τότε δεν παίρνει υποχρεωτικά όλες τις τιμές μεταξύ των  f(α) και  f(β)

π.χ. Στο διπλανό σχήμα η f  δεν παίρνει την ενδιάμεση τιμή  η  γιατί δεν είναι συνεχής στο [α,β] . Δηλαδή η ευθεία  y=η δεν έχει κοινά σημεία με την γραφική παράσταση
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Άσκηση 16  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=xex+1-x2+x+1. 
Να δειχθεί υπάρχουν x1,x2,x3
[image: image81.wmf]Î

[-1,0]ώστε τα σημεία A(x1,-1), B(x2,0),
 Γ(x3,1) να  ανήκουν στην γραφική παράσταση της f
Άσκηση 17  Έστω η συνεχής συνάρτηση  f:[1,3]
[image: image82.wmf]®
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 με 
[image: image83.wmf]x1
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 και f(1)f(3)=10. Nα δείξετε ότι η εξίσωση  f(x)=4 έχει μία 
τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (1,3)
Άσκηση 18  Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f:
[image: image84.wmf]®
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 με f(10)=9.
 Aν για κάθε  x
[image: image85.wmf]Î
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ισχύει  f(x)
[image: image86.wmf]×

f(f(x))=1 , να βρείτε το f(5)
Μία βασική ιδιότητα των συνεχών συναρτήσεων
	
[image: image87.wmf]·

Η εικόνα f(Δ) ενός διαστήματος Δ μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης  f  είναι διάστημα

Ειδικά:

Αν το Δ είναι κλειστό διάστημα , τότε και το f(Δ) είναι και αυτό κλειστό διάστημα 
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Θεώρημα μέγιστης και ελάχιστης τιμής
	
[image: image92.wmf]·

Αν η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο  κλειστό διάστημα  [α,β], τότε η f παίρνει μία μέγιστη τιμή Μ  και μία ελάχιστη τιμή  m                                      Δηλαδή:
Aν η f είναι συνεχής στο [α,β] , θα υπάρχουν x1 , x2 
[image: image93.wmf]Î

[α,β]  ώστε
                      f(x1)
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f(x) 
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f(x2) , για κάθε x
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[α,β]
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Στο x1  η  f  παρουσιάζει ελάχιστο f(x1)=m
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Στο x2  η  f  παρουσιάζει μέγιστο   f(x2)=M
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Το σύνολο τιμών της συνάρτησης είναι f([α,β])=[m,M]
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Αν η f (x)=c  , σταθερή στο [α,β] τότε f([α,β])={c}
	[image: image101.emf]
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Άσκηση 19  Έστω f συνεχής  μη σταθερή συνάρτηση f:[2,4] 
[image: image102.wmf]®

¡

. Nα δείξετε ότι

υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 
[image: image103.wmf]Î

[2,4]  τέτοιος ώστε να ισχύει f(x0)=
[image: image104.wmf]f(2)+2f(3)+3f(4)
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Mονοτονία και σύνολο τιμών συνεχούς συνάρτησης
Όταν είναι γνωστή η μονοτονία μιας συνεχούς συνάρτησης το σύνολο τιμών της προσδιορίζεται αμέσως
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Αν f 
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 και συνεχής στο Δ=[α,β]             τότε 

                                         f(Δ)= [f(α),f(β)]
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Αν f 
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 και συνεχής στο Δ=[α,β]             τότε 

                                         f(Δ)= [f(β),f(α)]
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Αν f 
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 και συνεχής στο Δ=(α,β)             τότε 

                                 f(Δ)= (
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Αν f 
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 και συνεχής στο Δ=(α,β)             τότε 

                                f(Δ)= (
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Αν f 
[image: image122.wmf]Z

και συνεχής στο 
[image: image123.wmf](,)

=-¥+¥

¡

         τότε 

                               f(
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Αν f 
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 και συνεχής στο 
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                              f(
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Άσκηση 20  Να βρείτε το σύνολο τιμών των παρακάτω συναρτήσεων 
α) f(x)=
[image: image135.wmf]5-x-x+2

  στο [-2,5]
β) f(x)= x+3-συνx  στο [0,π]

γ) f(x)=e-x-lnx 
Παρατήρηση 6
	Αν το σύνολο τιμών μιας συνεχούς  συνάρτησης  f  είναι  το 
[image: image136.wmf]¡

 τότε  επειδή  το 0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image138.wmf]¡

:
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Η f  έχει μία τουλάχιστον ρίζα
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Αν είναι γνησίως μονότονη, έχει μοναδική ρίζα
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Άσκηση 21  Να δειχθεί ότι οι παρακάτω εξισώσεις έχουν μοναδική ρίζα
α) Η εξίσωση  x3 +5x-2009=0  στο 
[image: image143.wmf]¡


β) Η εξίσωση   2x+x=0  στο  [-1,+
[image: image144.wmf]¥

)
γ) Η εξίσωση   συνx-x+1=0  στο (0,
[image: image145.wmf]2

p

) 
Άσκηση 22  Δίνεται η συνάρτηση f: (0,1]
[image: image146.wmf]®

¡

 με f(x)=
[image: image147.wmf]1

x

-lnx
α) Να βρεθεί το σύνολο τιμών της f
β) Να δειχθεί ότι υπάρχει ακριβώς ένα ξ
[image: image148.wmf]Î

(0,1] τέτοιο ώστε 2ξlnξ =2-3ξ

Άσκηση 23  Nα δειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις των συνα-

ρτήσεων f(x)=ex  και  g(x)=
[image: image149.wmf]1

x

 , έχουν ακριβώς ένα κοινό σημείο

και ένα πρόβλημα σταθερού σημείου …
Άσκηση 24  Ένας καλόγερος  ξεκινά  ακριβώς με την ανατολή από το μοναστήρι του που βρίσκεται στους πρόποδες του βουνού και ανεβαίνει προς το κελί του που βρίσκεται στην κορυφή. Αφού ξεκουράστηκε πολλές φορές στην διαδρομή, φθάνει στο κελί του ακριβώς με την δύση. Μετά από μερικές μέρες νηστείας και προσευχής  ξεκινά πάλι  με την ανατολή από το κελί να κατεβαίνει προς το μοναστήρι στο οποίο φθάνει πάλι ακριβώς με την δύση
Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο της διαδρομής από το οποίο ο καλόγερος πέρασε την ίδια χρονική στιγμή και στις δύο πορείες που έκανε. 
►Πως εφαρμόζουμε το θ. Bolzano 


i) Δείχνουμε ότι η f είναι συνεχής στο [α,β]


ii) Bρίσκουμε τα f(α),f(β) και βλέπουμε αν είναι ετερόσημα 





► Εύρεση παραμέτρων 


Ζητείται να βρεθούν οι παράμετροι α,β ώστε να ισχύει το θ. Βolzano


� EMBED Equation.DSMT4  ���Θα δουλεύουμε στα κρίσιμα σημεία x0 αλλαγής του τύπου στα οποία η f πρέπει να είναι συνεχής  


� EMBED Equation.DSMT4  ���Ελέγχουμε αν στα άκρα του [α,β] , οι τιμές είναι ετερόσημες








►Ύπαρξη ρίζας της f σε ανοικτό (α,β) 


i) Δείχνουμε ότι ισχύουν οι συνθήκες του θεωρήματος Bolzano στο [α,β]


ii) Tότε θα υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β)





► Ύπαρξη ρίζας εξίσωσης στο (α,β) 


i) Μεταφέρουμε τους όρους της εξίσωσης στο α΄ μέλος (με ενδεχόμενη απαλοιφή)


ii) Θεωρούμε βοηθητική συνάρτηση f , για την οποία εφαρμόζουμε το θ. Βolzano


iii) Οι ρίζες της f, είναι και ρίζες της εξίσωσης 











►Ύπαρξη ρίζας εξίσωσης στο [α,β]


Εφαρμόζοντας το θ. Βolzano στο [α,β] μπορεί να έχουμε f(α)f(β)� EMBED Equation.DSMT4  ���0.  


Διακρίνουμε τις περιπτώσεις


� EMBED Equation.DSMT4  ��� f(α)f(β)< 0  άρα ……  


� EMBED Equation.DSMT4  ��� f(α)f(β)= 0  άρα ……  











►Ύπαρξη αριθμού x0 που ικανοποιεί μία σχέση Στη σχέση που δίνεται θέτουμε x στην θέση του x0, οπότε ζητάμε την ρίζα μιας εξίσωσης σε (α,β)  ή [α,β]








► Χρήση βοηθητικής συ   νάρτησης και Βοlzano





►Σταθερό πρόσημο συνάρτησης


Αν δείξουμε ότι f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���0 , για κάθε x� EMBED Equation.DSMT4  ���Δ , και η f είναι συνεχής , τότε θα διατηρεί πρόσημο στο Δ





►Πρόσημο συνεχούς συνάρτησης f


i) Bρίσκουμε τις ρίζες της f


ii) Xωρίζουμε το πεδίο ορισμού σε διαστήματα


iii) Eπιλέγουμε έναν αριθμό x0 σε κάθε διάστημα και βρίσκουμε το f(x0)


iv) To πρόσημο του f(x0) , είναι και το πρόσημο της f στο αντίστοιχο διάστημα








►Εύρεση του τύπου συνεχούς συνάρτησης f σε διάστημα 


Θα δίνεται μία σχέση με την f  και θα ζητείται ο τύπος της συνάρτησης f


i) Λύνουμε ως προς f(x) . Aν η λύση «κολλάει» στο πρόσημο της f , πρέπει::


ii) Nα βρούμε από την αρχή το πρόσημο της f , και μετά να λύσουμε ως προς f(x)





►Ύπαρξη ρίζας της εξίσωσης f(x)=κ σε διάστημα [α,β]


Εξετάζουμε αν το κ  είναι μεταξύ των τιμών f(α) , f(β)  της συνεχούς συνάρτησης f


Τότε θα εφαρμόζεται το Θ.Ε.Τ. οπότε θα υπάρχει ρίζα της f(x)=κ





► Συνδυασμός του θεωρήματος μέγιστης , ελάχιστης τιμής και του θεωρήματος ενδιαμέσων τιμών





► Εύρεση συνόλου τιμών συνεχούς


Εξετάζουμε την μονοτονία της συνάρτησης


και ανάλογα με το πεδίο ορισμού της, βρίσκουμε το σύνολο τιμών της όπως στον παραπάνω πίνακα





► Μοναδικότητα ρίζας συνάρτησης-εξίσωσης


i) Εξετάζουμε την μονοτονία της συνάρτησης (ή το ‘1-1’) και αν είναι συνεχής βρίσκουμε το σύνολο τιμών της


ii) Βλέπουμε αν το 0 περιέχεται στο σύνολο τιμών ( ή ελέγχουμε αν υπάρχει μία προφανής ρίζα) , οπότε λόγω της μονοτονίας η ρίζα είναι μοναδική








► Κοινό σημείο γραφικών παραστάσεων


Για να δείξουμε ότι τα διαγράμματα των f , g έχουν κοινά σημεία αρκεί να δείξουμε ότι  η εξίσωση f(x)=g(x) έχει μία τουλάχιστον ρίζα
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