ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ   (§1.8)
Η έννοια της συνέχειας μιας συνάρτησης f σε ένα σημείο x0 είναι συνδεδεμένη με την έννοια του ορίου της f στο x0. Επί πλέον η γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης f σε ένα διάστημα Δ έχει την εικόνα μιας γραμμής που δεν διακόπτεται σε κανένα σημείο (μονοκοντυλιά). Η εποπτεία αυτή των συνεχών συναρτήσεων αποτελεί ένα βοηθητικό στοιχείο για την κατανόηση των εννοιών της παραγράφου αυτής. 
Συνέχεια συνάρτησης στο x0 
	Έστω f συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α , και  x0 
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Ορισμός: Η  f  λέγεται συνεχής στο σημείο x0 του πεδίου ορισμού της  Α,

                    όταν:                
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Δηλαδή το όριο και η τιμή της f  στο x0 είναι  ίσα
Παρατηρήσεις:
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 Η συνέχεια της f έχει νόημα μόνο σε σημεία του πεδίου ορισμού της
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 Όταν η f είναι συνεχής στο x0 , η γραφική της παράσταση δεν διακόπτεται στο σημείο με τετμημένη x0
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 Το ότι η f είναι συνεχής στο x0 σημαίνει ακόμα:
      x0 
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A      και     υπάρχει το 
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Άσκηση 1  Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f(x)=
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                  είναι συνεχής στο σημείο x0=1
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Άσκηση 2  Aν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο x0=2 , και ισχύει

                  2x3-8x
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(x-2)f(x) 
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3x3-6x2+4x-8  , να βρεθεί η τιμή f(2)
Άσκηση 3   Aν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σημείο x0=1 , και ισχύει
                  
[image: image17.wmf]x1

(x1)f(x)

ημ(x-1)

lim4

x1

®

--

=

-

  , να βρεθεί το f(1)
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Άσκηση 4   Αν   για κάθε x
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 ισχύει   ημ(x-1) 
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f(x) 
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                   να δείξετε ότι η f  είναι συνεχής στο 1
Άσκηση 5  Αν   για κάθε x
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 ισχύει   |f(x)-ημx|
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image23.wmf]2
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                   να δείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 0
Άσκηση 6  Aν  για κάθε x
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 ισχύει  | f(x)-3|
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|g(x)-5|  και g  συνεχής στο 2
                     με  g(2)=5  δειχθεί ότι η  f  είναι συνεχής στο 2
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Άσκηση 7   Nα  βρείτε τον τύπο της συνεχούς συνάρτησης  f  στο διάστημα  
                  [2,+
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Άσκηση 8   Αν  για την συνάρτηση f  ισχύει  4f(x)-f(x-2)=3x2+6x , για κάθε x
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                   και 
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 και  συνεχής στο 1 , να δειχθεί ότι f συνεχής στο -1
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Συνέπεια: Η  f λέγεται ασυνεχής στο σημείο x0 του πεδίου ορισμού της  αν:
                     α) Δεν υπάρχει το όριο της f  στο x0                     ή

                     β) Υπάρχει το όριο της f στο x0 , αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της f στο x0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image37.wmf]¹

f(x0)
	Δεν υπάρχει το 
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	Δεν υπάρχει το 
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	Δεν υπάρχει το 
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Άσκηση 9 Nα εξετάσετε αν η συνάρτηση 
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είναι συνεχής στο  x0=2
Άσκηση 10  Nα εξετάσετε αν η συνάρτηση  
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   είναι συνεχής στο -2
Άσκηση 11  Aν 
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  να δειχθεί ότι η f  είναι ασυνεχής στο x0=0
Συνέχεια συνάρτησης σε διάστημα  Δ

	
[image: image44.wmf]·

Ορισμός: Η  f λέγεται συνεχής στο διάστημα Δ, όταν είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του διαστήματος Δ 

Δηλαδή:  Αν για κάθε x0
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	Η f είναι συνεχής στο διάστημα  Δ=(α,β)
	Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της  Α=(α,x0)
[image: image51.wmf]È

(x0,β)
	Η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της  Α=(α,x0)
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	Η f είναι συνεχής στο πεδ.ορισ-μού  Α=(α,x1)
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Παρατήρηση: 

Η γραφική παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης σε διάστημα Δ είναι μία συνεχομένη γραμμή (μονοκοντυλιά)
Βασικές συνεχείς συναρτήσεις στο πεδίο ορισμού τους Α
1. Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις P(x) είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού τους 

    γιατί για κάθε  x0 
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 ισχύει 
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2. Οι ρητές συναρτήσεις 
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είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού τους 

   γιατί για κάθε  x0 
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3. Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις  ημx , συνx , εφx , σφx   είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού τους     γιατί
    
[image: image62.wmf]a

 
[image: image63.wmf]0

xx

lim

ημx

®

=ημx0  , για κάθε  x0 
[image: image64.wmf]Î


[image: image65.wmf]¡

   
    
[image: image66.wmf]a

 
[image: image67.wmf]0

xx

lim

συνx

®

=συνx0 , για κάθε  x0 
[image: image68.wmf]Î


[image: image69.wmf]¡

    
    
[image: image70.wmf]a

 
[image: image71.wmf]0

xx

lim

εφx

®

=εφx0   για κάθε  x0 
[image: image72.wmf]Î


[image: image73.wmf]¡

-
[image: image74.wmf]{

κπ+π/2},κ

Î

¢

   
    
[image: image75.wmf]a

 
[image: image76.wmf]0

xx

lim

σφx

®

=σφx0    για κάθε  x0 
[image: image77.wmf]Î

 
[image: image78.wmf]¡

-
[image: image79.wmf]{

κπ},κ

Î

¢

  
4. Οι εκθετικές συναρτήσεις:   αx   με   0<α
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1 ,    ex    είναι συνεχείς  στο  
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5. Οι λογαριθμικές συναρτήσεις:    logαx   με   0<α
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1 ,    lnx  ,  logx   είναι συνεχείς  στο  
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Πράξεις με συνεχείς συναρτήσεις σε σημείο x0
Αν οι συναρτήσεις  f , g είναι συνεχείς στο x0 , τότε θα είναι συνεχείς στο x0 και οι παρακάτω πράξεις τους 
( εφ’ όσον το x0 ανήκει στο στο πεδίο ορισμού τους)
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 Η  f+g :    Δηλαδή  
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 Η  f-g :     Δηλαδή  
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 Η  λg :      Δηλαδή  
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 Η  fg :      Δηλαδή  
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 Η  
[image: image93.wmf]f

g

 :      Δηλαδή  
[image: image94.wmf]0

0

xx

0

f(x)

f(x)

lim

g(x)g(x)

®

=

    g(x0)
[image: image95.wmf]¹

0             
[image: image96.wmf]·

 Η |f| :        Δηλαδή  
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Σημαντική παρατήρηση

Όταν  ξέρουμε ότι η f είναι συνεχής στο x0 , τότε το  
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 το βρίσκουμε με αντικατάσταση του x με x0
Πράξεις με συνεχείς συναρτήσεις σε διάστημα Δ
Αν οι συναρτήσεις  f , g είναι συνεχείς στο διάστημα  Δ , τότε θα είναι συνεχείς στο Δ και οι παρακάτω πράξεις τους                       ( εφ’ όσον το x0 ανήκει στο στο πεδίο ορισμού τους)
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 Η  f+g :          
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Κάθε συνάρτηση που προκύπτει από αλγεβρικές πράξεις συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής
π.χ. Η συνάρτηση 
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, αφού εκφράζεται με συνεχείς συναρτήσεις
Άσκηση 12  Να μελετηθεί η συνέχεια των παρακάτω συναρτήσεων 
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                 ii) 
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Άσκηση 13  Nα βρεθούν οι τιμές των παραμέτρων α , β ώστε οι συναρτήσεις να είναι συνεχείς στο πεδίο ορισμού  
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               ii) f(x)=
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Συνέχεια  και σύνθεση
	Aν η f  είναι συνεχής στο x0 και η g  είναι συνεχής  στο f(x0) , τότε και η σύνθεσή τους  
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  Δηλαδή:    
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Η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση
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Άσκηση 14   Να εξετάσετε αν είναι συνεχείς οι συναρτήσεις 
               i)  f(x)= eημx+ημ(ex)          ii)  f(x)=
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Άσκηση 15  Aν  f:
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με f(α+β)=f(α)+f(β), 
για  κάθε x
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και f  συνεχής στο x0=0 , 
να δείξετε ότι η f είναι συνεχής στο 
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►Για να εξετάσουμε συνέχεια στο x0     


Βρίσκουμε το � EMBED Equation.DSMT4  ��� και το f(x0) και βλέπουμε αν είναι ίσα





► Εύρεση της τιμής  f(x0)


Αν η τιμή  f(x0) δεν βρίσκεται άμεσα με αντικατάσταση και η f είναι συνεχής, τότε μπορεί να υπολογισθεί μέσω του  � EMBED Equation.DSMT4  ���





► Συνέχεια στο x0 με κριτήριο παρεμβολής


Αν δίνεται ανισότητα  που περιέχει την  f , το   � EMBED Equation.DSMT4  ��� μπορεί να υπολογισθεί με το κριτήριο της παρεμβολής





► Συμπλήρωση τύπου της f


Ο τύπος μιας συνεχούς συνάρτησης συμπληρώνεται βρίσκοντας μία τιμή της f(x0) μέσω του� EMBED Equation.DSMT4  ���











► Συνέχεια στο x0 μέσα από συναρτησιακή εξίσωση


Στην εύρεση του ορίου κάνουμε αλλαγή μεταβλητής 





► Μελέτη της συνέχειας στο πεδίο ορισμού της f


i) Εξετάζουμε πρώτα την συνέχεια στα ανοικτά διαστήματα (που ορίζουν τα σημεία x0  αλλαγής του τύπου)


ii) Μετά εξετάζουμε την συνέχεια στα κρίσιμα σημεία x0 





► Εύρεση παραμέτρων


Ζητείται να βρεθούν οι παράμετροι α,β ώστε η  f να είναι συνεχής


� EMBED Equation.DSMT4  ���Θα δουλεύουμε στα κρίσιμα σημεία x0 αλλαγής του τύπου της f


i) Bρίσκουμε τα � EMBED Equation.DSMT4  ���  και  f(x0) 


ii) Για να είναι η f  συνεχής θα πρέπει 


� EMBED Equation.DSMT4  ���=f(x0)





► Συνέχεια σύνθετης συνάρτησης


Εκφράζουμε την f σαν σύνθεση συνεχών συναρτήσεων , οπότε θα είναι και αυτή συνεχής





► Συνέχεια στο πεδίο ορισμού μέσα από συναρτησιακή σχέση


Συνήθως δίνεται η συνέχεια σε ένα σημείο και ζητείται η συνέχεια στο π.ο. Α


i) Θεωρούμε τυχαίο x0 στο Α , οπότε πρέπει να δείξουμε ότι � EMBED Equation.DSMT4  ���= f(x0)


ii) Στην εύρεση του ορίου κάνουμε αλλαγή μεταβλητής 


π.χ. x=x0+h ,  x=x0h  κ.τ.λ. ανάλογα με την συναρτησιακή σχέση
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