ΜΕΤΡΑ ΘΕΣΗΣ ΚΑΙ ΔΙΑΣΠΟΡΑΣ ( § 2.3 )
Οι στατιστικοί πίνακες και τα διαγράμματα μας δίνουν αναλυτικές πληροφορίες για την κατανομή των συχνοτήτων μιας μεταβλητής. Εκτός όμως από αυτά, μπορούμε να συνοψίσουμε τα στατιστικά δεδομένα και με τη βοήθεια άλλων αριθμητικών μεγεθών που ονομάζονται μέτρα.
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Μέτρα μιας κατανομής συχνοτήτων είναι τα αριθμητικά μεγέθη με τα οποία μπορούμε να περιγράψουμε σύντομα την κατανομή.
Τα πιο συνηθισμένα μέτρα είναι τα:

Α. Μέτρα θέσης: που μας δίνουν την θέση του κέντρου των παρατηρήσεων πάνω στον οριζόντιο άξονα.
     Τα κυριώτερα μέτρα θέσης είναι
      η μέση τιμή , ο σταθμικός μέσος και η διάμεσος  
Β. Μέτρα διασποράς: που μας δίνουν την διασπορά – απόκλιση των παρατηρήσεων γύρω από το κέντρο τους.
     Τα κυριώτερα μέτρα διασποράς είναι

      το εύρος , η διακύμανση , η τυπική απόκλιση  και ο συντελεστής μεταβολής ή μεταβλητότητας
Γ. Μέτρα ασυμμετρίας:  που μας καθορίζουν, από την καμπύλη συχνοτήτων, την μορφή της κατανομής. 
     Τα κυριώτερα μέτρα ασυμμετρίας είναι

     η κανονική , η ομοιόμορφη , η με θετική ασυμμετρία και η με αρνητική ασυμμετρία  κατανομή

Σχόλιο: Στα επόμενα θα χρησιμοποιήσουμε μια συντομογραφία, που είναι γνωστή σαν:
Ο  συμβολισμός  Σ
Με το σύμβολο 
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 δηλώνουμε σύντομα ένα άθροισμα ν ομοειδών όρων  α1 , α2 , α3 ,……., αν  ως εξής:
α1+ α2+ α3+ ….+ αν =
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το οποίο διαβάζουμε: «Άθροισμα των όρων αi από i=1 έως  ν»
    π.χ.        x1+ x2+ x3+… + x100 =
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           ,           x1y2+ x2y3+ x3y4+… + xνyν+1 =
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( Στην θέση του μεταβλητού δείκτη i  μπορεί να χρησιμοποιήσουμε οποιοδήποτε άλλο γράμμα:  κ , λ , μ   …)
Ιδιότητες  του   συμβόλου   Σ

· 
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  (επιμεριστική του  Σ  ως προς την πρόσθεση)
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  , λ σταθερός     (ο σταθερός  όρος  τίθεται εκτός
[image: image8.wmf]Σ) 
· 
[image: image9.wmf]ν

i=1

λ=νλ

å

 , λ σταθερός     

· 
[image: image10.wmf]νν

ii

i=1i=1

(

λ+α)=νλ+α

åå

, λ σταθερός     
· 
[image: image11.wmf]ννν

iiii

i=1i=1i=1

(

λα+μβ)=λα+μβ

ååå

 , λ , μ σταθερές     
Βασικά  αθροίσματα
        Με τον συμβολισμό  Σ μπορούμε να δηλώσουμε συνοπτικά κάποια γνωστά αθροίσματα
· 1+2+3+….+ν =
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· 12+22+32+….+ν2 =
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· 13+23+33+….+ν3 = 
[image: image14.wmf]2

ν

3

κ=1

ν(ν+1)

κ=

2

éù

å

êú

ëû


A. Μέτρα θέσης
Μέση τιμή ( 
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 )
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 Μέση τιμή 
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 ενός συνόλου παρατηρήσεων μιας μεταβλητής Χ είναι το άθροισμα όλων των παρατηρήσεων δια του πλήθους των παρατηρήσεων.
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Δηλαδή αν t1 , t2 , t3 , … , tν  οι παρατηρήσεις μιας μεταβλητής  Χ σε δείγμα μεγέθους ν τότε η μέση τιμή είναι
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Πιο απλά η μέση τιμή 
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 είναι ο μέσος όρος των παρατηρήσεων  t1 , t2 , t3 , … , tν
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Αν     x1 , x2 , x3 , … , xκ  οι τιμές της μεταβλητής Χ με συχνότητες ν1 , ν2 , ν3 , … , νκ αντιστοίχως τότε από τις παρατηρήσεις  t1 , t2 , t3 , … , tν :
ν1 θα είναι ίσες με x1 ,   ν2  θα είναι ίσες με x2 ,      …………….       , νκ θα είναι ίσες με xκ  (σχήμα)
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Επομένως η μέση τιμή
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 ορίζεται και από την σχέση
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              που γράφεται και             
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Επειδή  
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  ,   η μέση τιμή 
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 μπορεί να εκφρασθεί και με τις σχετικές συχνότητες ως εξής
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Παρατήρηση 1:
Αν tε και tμ είναι αντιστοίχως η μικρότερη και η μεγαλύτερη από τις παρατηρήσεις  t1 , t2 , t3 , … , tν  τότε
tε 
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 tμ
Παρατήρηση 2:
Στις ομαδοποιημένες παρατηρήσεις η κάθε κλάση αντιπροσωπεύεται από την κεντρική της τιμή  xi
Έτσι η μέση τιμή 
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 δίνεται από την σχέση  
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Άσκηση 1
1α) Να βρεθεί η μέση τιμή των παρατηρήσεων  21    7    6    14    11    13    19  

1β) Έξι διαδοχικοί άρτιοι αριθμοί έχουν μέση τιμή 15. Να βρεθούν οι αριθμοί αυτοί.
1γ) Σε μια κάλπη υπάρχουν άσπρες, μαύρες, κόκκινες και πράσινες μπάλες σε αναλογία  10% ,  20% , 30% , 40%  και βάρος 10 gr ,  11 gr , 12 gr , 13 gr  αντιστοίχως. Να βρεθεί η μέση τιμή του βάρους για όλες τις μπάλες. 
1δ) Το μέσο ύψος 30 μαθητών είναι 170cm. Ποιο θα είναι το μέσο ύψος:

      i) Aν φύγει ένας με ύψος 180cm  ii) Αν έρθει ένας με ύψος 170cm   iii) Αν φύγει ένας με ύψος 180cm  και  έρθει ένας με ύψος 170cm   

1ε)  Μια ομάδα 15 ατόμων έχει μέσο βάρος 52 kg. Πόσα kg ζυγίζει ένα άλλο άτομο που ήρθε στην ομάδα και ανέβασε το μέσο βάρος στα 55 kg;

1στ) Η μέση ηλικία 18 αγοριών και 12 κοριτσιών μιας τάξης είναι 15,4 χρόνια. Εάν η μέση ηλικία των αγοριών είναι 15,8 χρόνια να βρείτε την μέση ηλικία των κοριτσιών
Γενίκευση της 1στ)

Αν 
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 και 
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 οι μέσες τιμές των παρατηρήσεων δύο δειγμάτων μεγέθους ν και μ αντίστοιχα, τότε η μέση τιμή 
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του συνόλου των παρατηρήσεων των δύο δειγμάτων είναι 
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Άσκηση 2  
Η βαθμολογία που πήραν 25 φοιτητές στο μάθημα της στατιστικής είναι η παρακάτω.
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α) Να βρεθεί η μέση τιμή της βαθμολογίας των 25 φοιτητών.
β) Να ομαδοποιηθεί η βαθμολογία των φοιτητών στις κλάσεις [4,6) , [6,8) , [8,10) και να βρεθεί η μέση τιμή των ομαδοποιημένων αυτών παρατηρήσεων.

γ) Να συγκρίνετε τα δύο αποτελέσματα που προέκυψαν για την μέση βαθμολογία και να εξηγήσετε την πιθανή απόκλιση των τιμών αυτών
Άσκηση 3  
Στο τμήμα Α μιας εταιρείας εργάζονται ν άτομα και στο τμήμα Β επίσης ν άτομα. Οι μισθοί όλων των εργαζομένων έχουν μέση τιμή 1000€, ενώ οι μισθοί των εργαζομένων στο τμήμα Β έχουν μέση τιμή 700€. Στους εργαζόμενους του τμήματος Α έγινε αύξηση κατά 100€ σε κάθε μισθό, ενώ στους εργαζόμενους του τμήματος Β έγινε αύξηση 20% σε κάθε μισθό.
α) Να βρείτε τη μέση τιμή των μισθών των εργαζομένων στο τμήμα Α.

β) Να βρεθεί ο νέος μέσος μισθός όλων των εργαζομένων της εταιρείας.

γ) Αν η αύξηση στους μισθούς επιβαρύνει την εταιρεία κατά 3840€ το μήνα, να βρεθεί το πλήθος όλων των εργαζομένων στην εταιρεία
Σταθμικός μέσος  
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 Σταθμικός μέσος  είναι ένα μέτρο θέσης που χρησιμοποιείται αντί της μέσης τιμής στην περίπτωση που οι τιμές xi της μεταβλητής Χ δεν έχουν την ίδια βαρύτητα ( δεν είναι ισοδύναμες )
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Αν οι τιμές  x1 , x2 , x3 , … , xν  της μεταβλητής Χ έχουν βαρύτητα w1 , w2 , w3 ,… , wν  αντιστοίχως τότε 

      ο σταθμικός μέσος είναι    
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Οι  w1 , w2 , w3 ,… , wν  λέγονται συντελεστές στάθμισης  ή  συντελεστές βαρύτητας
Άσκηση 4  
Η επίδοση ενός μαθητή σε πέντε μαθήματα είναι  12 , 10 , 16 , 18 , 14
α) Να βρείτε την μέση επίδοση

β) Αν τα μαθήματα είχαν συντελεστές βαρύτητας  2 , 3 , 1 , 1 , 3 αντιστοίχως ποια θα ήταν η μέση επίδοση;
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Άσκηση 5
Αναμειγνύουμε τρεις ποσότητες  ελαιολάδου  500 kg , 400 kg και 100 kg
  οξύτητας 0,3%  ,  0,5%    1,2%  αντιστοίχως. 
Ποια θα είναι η οξύτητα του μείγματος;  
Άσκηση 6 
Μια επιχείρηση απασχολεί 300 υπαλλήλους. Οι 120 από αυτούς έχουν
 μέσο μισθό 1480€ το μήνα. Αν ο μέσος μηνιαίος μισθός και των 300 είναι
 1540€ , να βρείτε τον μέσο μηνιαίο μισθό των υπολοίπων υπαλλήλων.
Διάμεσος ( δ )
Διάμεσος  ν  παρατηρήσεων , οι οποίες έχουν ταξινομηθεί με αύξουσα σειρά, είναι: 
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 Η μεσαία παρατήρηση, όταν το πλήθος των παρατηρήσεων είναι περιττός αριθμός.
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 Το ημιάθροισμα των δύο μεσαίων παρατηρήσεων, όταν το πλήθος των παρατηρήσεων είναι άρτιος αριθμός
	Διατεταγμένες παρατηρήσεις
	Διάμεσος

	t1 , t2 , t3 , … , tν  ,     όπου ν=2κ+1  , κ
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Διάμεσος σε μη ομαδοποιημένες παρατηρήσεις  ( Πώς βρίσκεται)

i)  Κατατάσσουμε τις παρατηρήσεις από την μικρότερη προς την μεγαλύτερη:     t1 
[image: image49.wmf]£

t2  
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 t3 
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  …  
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  tν
ii) 
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 Αν το πλήθος των όρων είναι περιττό η διάμεσος είναι   
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 Αν το πλήθος των όρων είναι άρτιο η διάμεσος είναι   
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Διάμεσος σε ομαδοποιημένες παρατηρήσεις   ( Πώς βρίσκεται)
i)   Κατασκευάζουμε το ιστόγραμμα των (σχετικών  %) αθροιστικών συχνοτήτων και το αντίστοιχο πολύγωνο

ii)  Φέρουμε την κάθετη στον κατακόρυφο άξονα στο σημείο που αντιπροσωπεύει το 50% των παρατηρήσεων, μέχρι να τμήσει το πολύγωνο συχνοτήτων σε ένα σημείο Μ.

iii) Aπό το σημείο Μ φέρουμε την κάθετη στον οριζόντιο άξονα και βρίσκουμε την τετμημένη δ του σημείου Μ.

       Ο αριθμός δ είναι η ζητούμενη τιμή της διαμέσου
Ώστε: Η διάμεσος είναι η παρατήρηση με σχετική αθροιστική συχνότητα  Fi = 50%
Παρατήρηση 3

Αν το πλήθος των όρων είναι άρτιος αριθμός, τότε μπορούμε να  βρούμε την διάμεσο από το ιστόγραμμα και πολύγωνο συχνοτήτων. Στην περίπτωση αυτή η κάθετη στον κατακόρυφο άξονα είναι στο σημείο με τεταγμένη 
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Άσκηση 7
7α) Να βρεθεί η διάμεσος για τις παρακάτω παρατηρήσεις

       i)  2        4        10        5         7        6                     ii)  10
11
4
4
8
9
9
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7β) Η μέση τιμή και η διάμεσος πέντε αριθμών είναι 6. Οι τρείς από αυτούς είναι οι 5 ,8 , 9. Να βρείτε τους άλλους δύο αριθμούς.

	7γ) Στο διπλανό πίνακα δίνονται οι τιμές μιας μεταβλη

τής Χ με τις συχνότητές τους εκτός από μία. Αν 

η διάμεσος είναι δ=3,5 να βρεθεί  η χαμένη συχνότητα
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7δ) Συμπληρώστε τη στήλη των αθροιστικών συχνοτήτων και βρείτε την διάμεσο στις παρακάτω περιπτώσεις κάνοντας χρήση την στήλη Νi και του πολυγώνου (σχετικών) αθροιστικών συχνοτήτων


I)
II)
III)
IV)
	xi
	νi
	Ni
	xi
	νi
	Ni
	xi
	fi%
	Fi%
	κλάσεις
	νi
	fi%
	Fi%

	1
	50
	
	-2
	40
	
	1
	40
	
	[5,10)
	30
	
	

	3
	140
	
	-1
	60
	
	3
	10
	
	[10,15)
	30
	
	

	5
	90
	
	1
	80
	
	7
	20
	
	[15,20)
	100
	
	

	10
	120
	
	2
	20
	
	9
	30
	
	[20,25)
	40
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Άσκηση 8
Η βαθμολογία 50 μαθητών σε ένα τέστ Μαθηματικών κυμαίνεται από 10 έως 20 και ομαδοποιήθηκε σε πέντε κλάσεις πλάτους 2. Γνωρίζουμε επίσης ότι 5 μαθητές έχουν βαθμό κάτω από 12, άλλοι 15 μαθητές κάτω από 14, το 90% έχουν βαθμό το πολύ 17 και 30% έχουν βαθμό μεγαλύτερο ή ίσο του 14 και μικρότερο του 16
α)   Να παρασταθούν τα δεδομένα σε ένα πίνακα συχνοτήτων            

β)   Να υπολογίσετε την μέση τιμή

γ)   Να γίνει ιστόγραμμα και πολύγωνο σχετικών αθροιστικών συχνοτήτων

δ)   Να υπολογισθεί η διάμεσος.

ε) Να βρείτε το πλήθος των μαθητών που έχουν βαθμολογία 

      i) τουλάχιστον 13            ii) μικρότερη της μέσης τιμής

Άσκηση 9
	Στο διπλανό ιστόγραμμα αθροιστ. συχνοτήτων η διάμεσος δ είναι ίση με 6, το εμβαδό Ε1 είναι ίσο με 25 και η κλάση [4,8) έχει 10 παρατηρήσεις.

α) Να υπολογίσετε την αθροιστική σχετική συχνότητα της κλάσης [4,8).

β) Να βρείτε το μέγεθος ν του δείγματος.

γ) Να κάνετε τον πίνακα κατανομής συχνοτήτων συμπληρωμένο με τη στήλη xiνi  , όπου  i = 1, 2, 3, 4
δ) Να βρείτε την μέση τιμή του παραπάνω δείγματος
	[image: image58.emf]
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Άσκηση 10
	Στον διπλανό πίνακα δίνονται οι θερμοκρασίες των 20 πρώτων ημερών ενός μήνα  σε βαθμούς Κελσίου ( οC )
i) Αν γνωρίζουμε ότι η μέση θερμοκρασία των παραπάνω ημερών είναι 24,4ο
   α) Να βρείτε πόσες μέρες είχαν θερμοκρασία 24ο και πόσες 25ο

     β) Να υπολογίσετε τη διάμεση θερμοκρασία

   γ) Να υπολογίσετε την θερμοκρασία με την μεγαλύτερη συχνότητα

ii) Αν γνωρίζουμε ότι η διάμεσος είναι 24,5ο  , να βρείτε πόσες μέρες είχαν θερμοκρασία 24ο και πόσες 25ο 
	Τιμές  θερμοκρασίας
	Πλήθος ημερών

	
	22
	2

	
	23
	4

	
	24
	;

	
	25
	;

	
	26
	2

	
	27
	3


Άσκηση 11
Το πολύγωνο συχνοτήτων της κατανομής Χ των ετήσιων μισθών (σε χιλιάδες ευρώ) ενός δείγματος εργαζομένων μιας εταιρείας, ομαδοποιημένων σε κλάσεις ίσου πλάτους, έχει κορυφές τα σημεία:
Α(20,0) ,   Β(40,5) ,  Γ(60,10) ,  Δ(80,20) ,  Ε(100,30) ,   Ζ(120,ν5) ,   Η(140,10) ,   Θ(160,0)

Η κατακόρυφη ευθεία με εξίσωση x=100 διαιρεί το χωρίο που ορίζεται από το πολύγωνο συχνοτήτων και τον οριζόντιο άξονα σε δύο ισεμβαδικά χωρία 

α) Να δείξετε ότι ν5 = 25.

β) Να κατασκευάσετε το ιστόγραμμα συχνοτήτων της κατανομής Χ.

γ) Να κατασκευάσετε τον πίνακα συχνοτήτων με στήλες xi , νi , Νi , fi% , Fi% , xiνi

δ) Να υπολογίσετε την μέση τιμή και τη διάμεσο

ε) Να βρείτε το ποσοστό των εργαζομένων που έχουν ετήσιο μισθό το πολύ 72000€
Β.  Μέτρα διασποράς
Εύρος  ( R)


[image: image59.wmf]·

Εύρος R ενός συνόλου μη ομαδοποιημένων παρατηρήσεων είναι η διαφορά της μικρότερης παρατήρησης από την μεγαλύτερη παρατήρηση


[image: image60.wmf]a

 Δηλαδή αν tε η ελάχιστη και tμ η μέγιστη παρατήρηση τότε: 

R = tε - tμ 


[image: image61.wmf]·

Εύρος R ενός συνόλου ομαδοποιημένων παρατηρήσεων είναι η διαφορά του κατωτέρου ορίου της πρώτης κλάσης από το ανώτερο όριο της τελευταίας κλάσης 
Σχόλιο: Το εύρος δεν είναι αξιόπιστο μέτρο διασποράς γιατί βασίζεται μόνο στις δύο ακραίες παρατηρήσεις
Διακύμανση ( s2 )

[image: image62.wmf]·

Διακύμανση s2 είναι ο μέσος όρος των τετραγώνων των διαφορών των παρατηρήσεων ti από την μέση τιμή 
[image: image63.wmf]x


Δηλαδή                                                                
[image: image64.wmf]ν
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[image: image65.wmf]a

  Ο τύπος αυτός μπορεί να πάρει την μορφή  
[image: image66.wmf]2
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    (Ι)   (ΟΧΙ ΑΠΟΜΝΗΜΟΝΕΥΣΗ)

[image: image67.wmf]a

Ο  τύπος  (Ι)  παίρνει την μορφή                    
[image: image68.wmf]ν
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    ( ΑΠΟΔΕΙΞΗ ;;;)
Όταν έχουμε πίνακα συχνοτήτων η διακύμανση  υπολογίζεται πιο γρήγορα από τον τύπο
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[image: image70.wmf]a

Ο τύπος αυτός παίρνει την μορφή  
[image: image71.wmf]2
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   (ΙΙ)    (ΟΧΙ ΑΠΟΜΝΗΜΟΝΕΥΣΗ)


[image: image72.wmf]a

Ο  τύπος  (ΙΙ)  παίρνει την μορφή  
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 που εφαρμόζεται όταν γνωρίζουμε τις σχετικές συχνότητες fi
!!!  ( Όταν η μέση τιμή δεν είναι ακέραιος χρησιμοποιούμε τους τύπους  (Ι) και (ΙΙ) )
Σχόλιο:  Η διακύμανση εκφράζει την συγκέντρωση ή την διασπορά των παρατηρήσεων γύρω από την μέση τιμή τους γι’ αυτό ονομάζεται και διασπορά  
Άσκηση 12
12α) Η μέση τιμή των παρατηρήσεων: 1 , 2 , 4 , 3 , 2 , 2x , x+2 , 3 , 4 είναι ίση με 
[image: image74.wmf]x

= 5

Να βρείτε το εύρος , τη διάμεσο και την διακύμανση

12β) Η μέση τιμή και η διακύμανση των 7 τιμών ενός δείγματος είναι 
[image: image75.wmf]x

=15 και s2 =16. Aν ισχύει 
[image: image76.wmf]6
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 να βρεθεί η έβδομη παρατήρηση

	12γ) Να συμπληρώσετε τον διπλανό πίνακα  και έπειτα:

     i) Nα υπολογίσετε την μέση τιμή και την διάμεσο.

    ii) Nα βρείτε την διακύμανση
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Τυπική απόκλιση  (s)

[image: image77.wmf]·

Tυπική απόκλιση  s  είναι η θετική τετραγωνική ρίζα της  διακύμανσης

[image: image78.wmf]2
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Παρατήρηση 4
Η τυπική απόκλιση και η διακύμανση είναι δύο αξιόπιστα μέτρα διασποράς αλλά η διακύμανση μειονεκτεί γιατί δεν εκφράζεται με την ίδια μονάδα μέτρησης, κάτι που ισχύει για την τυπική απόκλιση 
Συντελεστής μεταβολής ή συντελεστής μεταβλητότητας ( CV )

[image: image79.wmf]·

Συντελεστής μεταβολής CV  είναι ο λόγος    
[image: image80.wmf]τυπικήαπόκλιση
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[image: image81.wmf]a

 Ο συντελεστής μεταβολής εκφράζεται επί τοις εκατό και είναι καθαρός αριθμός (ανεξάρτητος από τις μονάδες μέτρησης)

[image: image82.wmf]a

 Aν 
[image: image83.wmf]x

<0 τότε ως μέση τιμή στον τύπο αντικαθιστούμε την απόλυτη τιμή της  |
[image: image84.wmf]x

|

Ομοιογενές λέγεται το δείγμα τιμών μιας μεταβλητής όταν ο συντελεστής μεταβολής δεν ξεπερνά το 10%

Παρατήρηση 5
i)   Ο συντελεστής μεταβολής χρησιμεύει στο να συγκρίνει ομάδες τιμών οι οποίες: 
            
[image: image85.wmf]>

 εκφράζονται με διαφορετικές μονάδες μέτρησης,  

      ή    
[image: image86.wmf]>

 εκφράζονται με την ίδια μονάδα μέτρησης  αλλά έχουν σημαντικά διαφορετικές μέσες τιμές 

ii)  Ο συντελεστής μεταβολής παριστάνει ένα μέτρο σχετικής διασποράς 
Άσκηση 13 (Θεωρητική)

α) Αν κάθε μία παρατήρηση από ένα σύνολο παρατηρήσεων αυξηθεί (αντιστ. μειωθεί) κατά α , τότε και η μέση τιμή και η διάμεσος των παρατηρήσεων αυξάνεται ( αντιστ. μειώνεται) κατά α , ενώ η τυπική απόκλιση παραμένει η ίδια 
β) Αν κάθε μία παρατήρηση από ένα σύνολο παρατηρήσεων πολλαπλασιασθεί (αντιστ. διαιρεθεί) με λ
[image: image87.wmf]¹

0 , τότε και η μέση τιμή και η διάμεσος των παρατηρήσεων πολλαπλασιάζεται ( αντιστ. διαιρείται) με λ, ενώ η τυπική απόκλιση πολλαπλασιάζεται με |λ|

	Μεταβλητή
	Τιμές
	Μέση τιμή
	Διάμεσος
	Τυπική απόκλιση
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Άσκηση 14 
Δίνονται οι παρακάτω τιμές μιας μεταβλητής Χ:   

                          3,
5,
8,
8,
10,
11,
13,
9,
9,
4

Να υπολογίσετε τη μέση τιμή, τη διάμεσο, τη διακύμανση, την τυπική απόκλιση και τον συντελεστή μεταβολής.

Άσκηση 15
Μια βιομηχανία παράγει 4 τύπους Α , Β , Γ , Δ μπαταριών σε ποσοστά 40% , 30% , 10% , 20% αντίστοιχα με κόστος κατασκευής ανά μονάδα 25 , 30 , 40 , 45 ευρώ αντίστοιχα. Να βρεθεί:

α) Η μέση τιμή του κόστους και ο συντελεστής μεταβολής

β) Η ελάχιστη αύξηση του κόστους κάθε μπαταρίας ώστε η κατανομή του κόστους να είναι ομοιογενής

γ) Ο συντελεστής μεταβολής αν το κόστος κάθε κατηγορίας ελαττωθεί κατά 20% και στη συνέχεια αυξηθεί η τιμή του κατά 40€
Άσκηση 16
Οι μηνιαίοι μισθοί των υπαλλήλων της εταιρείας Α έχουν μέση τιμή 
[image: image95.wmf]A

x

=1000€ και τυπική απόκλιση sΑ=125€.

Οι μισθοί των υπαλλήλων της εταιρείας Β έχουν μέση τιμή 
[image: image96.wmf]B

x

=800€ και τυπική απόκλιση sΒ=90€.

α) Ποια εταιρεία έχει μεγαλύτερη ομοιογένεια μισθών;

β) Η εταιρεία Α αποφασίζει να δώσει αύξηση στο μηνιαίο μισθό κάθε υπαλλήλου κατά 250€. Επίσης η εταιρεία Β αποφασίζει να δώσει αύξηση στο μισθό κάθε υπαλλήλου κατά 20%. Να βρείτε τη νέα μέση τιμή και τη νέα τυπική απόκλιση των μηνιαίων μισθών για τις δύο εταιρείες.

γ) Ποια από τις δύο εταιρείες έχει μεγαλύτερη ομοιογένεια μισθών μετά τις αυξήσεις; 
Άσκηση 17 
Οι τιμές  xi  μιας μεταβλητής  Χ είναι 1, 2, 3, 4  και οι συχνότητες τους νi είναι αντιστοίχως 12, μ, λ, 25. Το μέγεθος του δείγματος είναι ν=80 και η μέση τιμή 
[image: image97.wmf]x

= 2,6
α) Να δείξετε μ=33 και λ=10.                       β) Να υπολογισθεί η διάμεσος του δείγματος.

γ) Να υπολογισθεί η διακύμανση του δείγματος.    (Δίνεται ο τύπος  
[image: image98.wmf]2
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δ) Να εξετάσετε αν το δείγμα είναι ομοιογενές και αν δεν είναι να βρείτε την ελάχιστη τιμή της σταθεράς α που πρέπει να προστεθεί στις τιμές της μεταβλητής ώστε να γίνει ομοιογενές       (Δίνεται  
[image: image99.wmf]1,165

= 1,08)
Γ. Μέτρα ασυμμετρίας
Η κανονική κατανομή
Aν η καμπύλη συχνοτήτων για την μεταβλητή που εξετάζουμε είναι κανονική ή περίπου κανονική, τότε η τυπική απόκλιση και η μέση τιμή σχετίζονται ως εξής:
	
[image: image100.wmf]·

Το 68% των παρατηρήσεων βρίσκεται

    στο διάστημα (
[image: image101.wmf]x

-s , 
[image: image102.wmf]x

+s)


[image: image103.wmf]·

Το 95% των παρατηρήσεων βρίσκεται

    στο διάστημα (
[image: image104.wmf]x

-2s , 
[image: image105.wmf]x

+2s)

[image: image106.wmf]·

Το 99,7% των παρατ/σεων βρίσκεται

    στο διάστημα (
[image: image107.wmf]x

-3s , 
[image: image108.wmf]x

+3s)

[image: image109.wmf]a

To εύρος των παρατηρήσεων είναι περίπου έξι τυπικές αποκλίσεις.   R
[image: image110.wmf];
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!!! Στην κανονική κατανομή η μέση τιμή 
[image: image112.wmf]x

 είναι ίση με την διάμεσο δ  (και αντιστρόφως)
Άσκηση 18
Ο μέσος χρόνος που χρειάζονται οι μαθητές για να πάνε από το σπίτι τους στο σχολείο είναι 10 λεπτά με τυπική απόκλιση 2. Υποθέτοντας ότι έχουμε περίπου κανονική κατανομή, να βρείτε κατά προσέγγιση το ποσοστό των μαθητών που χρειάζονται:

α) κάτω από 8 λεπτά        β) πάνω από 14 λεπτά       γ) το πολύ 10 λεπτά          δ) από 6 έως 12 λεπτά

    για να πάνε στο σχολείο τους

Άσκηση 19
Σε μια κανονική κατανομή το 83,85% των τιμών της xi βρίσκονται στο διάστημα (8,16) που τα άκρα του είναι στοιχεία του συνόλου  
[image: image113.wmf]{

}
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α) Να βρεθεί η μέση τιμή, η διάμεσος, η τυπική απόκλιση, ο συντελεστής μεταβολής και το εύρος του δείγματος.

β) Να βρεθεί το ποσοστό των τιμών που είναι τουλάχιστον 16 ή το πολύ 8.

γ) Να βρεθεί το ποσοστό των τιμών που βρίσκονται στο διάστημα (8,14)
Άσκηση 20
Οι τιμές των απουσιών μιας τάξης ακολουθούν κανονική κατανομή με μέση τιμή 
[image: image114.wmf]x

=12 και τυπική απόκλιση s=3. Nα βρεθεί το ποσοστό των μαθητών που οι απουσίες τους είναι μεταξύ 9-18,  3-9,  12-21 και 3-18. Τι ποσοστό των μαθητών έκανε τουλάχιστον 15 απουσίες και τι ποσοστό έκανε το πολύ 6 απουσίες;
Άσκηση 21
Ο αριθμός των τηλεφωνικών κλήσεων ανά ημέρα σε ένα γραφείο ταξιδίων ακολουθεί κανονική κατανομή. Διαπιστώθηκε ότι το 97,5% των κλήσεων έχουν διάρκεια το πολύ 300΄΄ και το 84% έχουν διάρκεια τουλάχιστον 150΄΄. Να βρεθούν τα μεγέθη:  
[image: image115.wmf]x

 , s , δ , R , και CV
Άσκηση 22
Η μέση βαθμολογία στην κλίμακα από 0 έως 100 των μαθητών της Α περιοχής στις Πανελλήνιες εξετάσεις ήταν 80 και η τυπική απόκλιση 5 ενώ των μαθητών της Β περιοχής ήταν 85 και η τυπική απόκλιση 2. Σε ποια περιοχή είχαμε το μεγαλύτερο ποσοστό αριστούχων ( αριστούχος είναι ο μαθητής με βαθμό 
[image: image116.wmf]³

90). Δίνεται ότι η βαθμολογία ακολουθεί την κανονική κατανομή.
Ασύμμετρες κατανομές
Άσκηση 23
	Στο διπλανό σχήμα δίνεται η καμπύλη συχνοτήτων ενός δείγματος μαθητών που αφορά τις ώρες διαβάσματος στην περίοδο της 
επανάληψης. Πάνω από 20 ώρες διάβασε το 50% των μαθητών.
α) Πόσες ώρες διάβασε το μεγαλύτερο ποσοστό των μαθητών;

β) Να βρείτε: i)τη διάμεσο του δείγματος  ii) το μέγεθος του δείγματος

γ) Ποιοι μαθητές είναι πιο πολλοί· αυτοί που διάβασαν πάνω από 10 ώρες ή κάτω από 10 ώρες

δ) Να εξετάσετε αν η μέση τιμή είναι μικρότερη, μεγαλύτερη ή ίση από την διάμεσο.    
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Άσκηση 24
Η μικρότερη και η μεγαλύτερη τιμή σε μια ομοιόμορφη κατανομή είναι 10 και 90 αντίστοιχα.

α) Να βρείτε το ποσοστό των τιμών που είναι μεγαλύτερες ή ίσες της 20 και μικρότερης της τιμής 60.

β) Να βρείτε την μέση τιμή

γ) Να βρείτε το πλήθος των τιμών του δείγματος αν το πλήθος των τιμών που είναι μεγαλύτερες του  50 είναι 30.
Το «καμπανάκι» της κανονικής κατανομής

Σε μία κανονική ή περίπου κανονική κατανομή η καμπύλη συχνοτήτων έχει κωδωνοειδή μορφή ( καμπανάκι) και παρουσιάζει τις παρακάτω ιδιότητες.


[image: image118.wmf]·

Αν  
[image: image119.wmf]x

 η μέση τιμή και s η τυπική απόκλιση, τότε οι παρατηρήσεις κατανέμονται ( σαν ποσοστό ) ως εξής:

   
[image: image120.wmf]a

 Το 68% των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστημα  (
[image: image121.wmf]x

-s , 
[image: image122.wmf]x

+s)

   
[image: image123.wmf]a

 Το 95% των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστημα  (
[image: image124.wmf]x

-2s , 
[image: image125.wmf]x

+2s)
   
[image: image126.wmf]a

 Το 99,7% των παρατηρήσεων βρίσκεται στο διάστημα  (
[image: image127.wmf]x

-3s , 
[image: image128.wmf]x

+3s)

[image: image129.wmf]·

Τo εύρος του δείγματος είναι περίπου έξι τυπικές αποκλίσεις.   R 
[image: image130.wmf];

 6s

[image: image131.wmf]·

Το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την καμπύλη και τον άξονα xi ισούται με το μέγεθος του δείγματος.


[image: image132.wmf]·

Η καμπύλη είναι συμμετρική ως προς την ευθεία x =
[image: image133.wmf]x

.

[image: image134.wmf]·

Οι μισές παρατηρήσεις είναι μικρότερες της 
[image: image135.wmf]x

και οι άλλες μισές μεγαλύτερες της 
[image: image136.wmf]x

 , άρα 
[image: image137.wmf]x

=δ  ( δ διάμεσος)


[image: image138.wmf]·

Σχήμα με τις τιμές και τα ποσοστά

	[image: image139.emf][selector]     0.Συνάρτηση μίας μεταβλητής f(x)[functions]    y1 = 8*a^3/(x^2+4*a^2)    [intervals]    [ -20.000000, 20.000000 ][rparameters]  a = 4.0[nparameters]  nrPts = 200[nrofpoints]   nrPts [comments]     The curve "Witch of Agnesi" expressed as graph of a function.  a = 
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!!!  Να απομνημονευθούν οι τιμές και τα ποσοστά των παρατηρήσεων που αντιστοιχούν σε κάθε διάστημα
ΣΗΜΑΝΤΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΙΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

A. Ερμηνεία εκφράσεων στην κανονική κατανομή


[image: image140.wmf]·

Το πολύ x0%:  Αθροίζουμε τα ποσοστά που αντιστοιχούν στο διάστημα (0,x0), από x0 και κάτω.


[image: image141.wmf]·

Τουλάχιστον x0%:  Αθροίζουμε τα ποσοστά που αντιστοιχούν στο διάστημα (x0,+
[image: image142.wmf]¥

), από x0 και πάνω.
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Μεταξύ x1% και x2%:  Αθροίζουμε τα ποσοστά που αντιστοιχούν στο διάστημα (x1,x2)
B. Δίνεται το μέγεθος ν του δείγματος και:

	Ζητείται να βρεθεί το xi , ώστε νi παρατηρήσεις να έχουν τιμή το πολύ xi ( η μικρότερη του xi )
	Ζητείται να βρεθεί το xi , ώστε νi παρατηρήσεις να έχουν τιμή τουλάχιστον xi ( ή μεγαλύτερη του xi )

	Βρίσκουμε το λόγο λ =
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 Αν λ=0,15% , τότε xi = 
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 Αν λ=0,15% , τότε xi = 
[image: image148.wmf]x

+3s

	
[image: image149.wmf]·

 Αν λ=2,5% , τότε xi = 
[image: image150.wmf]x

-2s
	
[image: image151.wmf]·

 Αν λ=2,5% , τότε xi = 
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 Αν λ=16% , τότε xi = 
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 Αν λ=16% , τότε xi = 
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 Αν λ=50% , τότε xi = 
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 Αν λ=50% , τότε xi = 
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 Αν λ=84% , τότε xi = 
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 Αν λ=84% , τότε xi = 
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 Αν λ=97,5% , τότε xi = 
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 Αν λ=97,5% , τότε xi = 
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 Αν λ=99,85% , τότε xi = 
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 Αν λ=99,85% , τότε xi = 
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►Μέση τιμή … μέσων τιμών


Αν  � EMBED Equation.DSMT4  ��� οι μέσες τιμές των  ν1, ν2, … , νλ  παρατηρήσεων τότε η μέση τιμή � EMBED Equation.DSMT4  ���όλων των παρατηρήσεων θα είναι 


 � EMBED Equation.DSMT4  ���





► Αν το πλήθος των παρατηρήσεων είναι άρτιος αριθμός, τότε οι μισές είναι μικρότερες και οι άλλες μισές είναι μεγαλύτερες της διαμέσου δ.
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