Η ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΑΓΩΓΗ  (§ 4.1)
Η μαθηματική επαγωγή ή τέλεια επαγωγή είναι μια αποδεικτική μέθοδος που εφαρμόζεται σε προτάσεις p που αληθεύουν μόνο για φυσικούς αριθμούς ν  (
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)  αλλά και ειδικότερα όταν ο φυσικός ν υπόκειται σε κάποιους περιορισμούς.  
Οι προτάσεις αυτές μπορεί να είναι ισότητες, ανισότητες, θεωρήματα  και γενικά οποιοσδήποτε ισχυρισμός που εξαρτάται από τους φυσικούς αριθμούς ν.

π.χ.  i)    Να αποδειχθεί ότι:  1 + 2 + 3 + … + ν = 
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 ,   για κάθε 
[image: image3.wmf]nÎ

¥


       ii)   Να αποδειχθεί ότι  αν  -1<α
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0  τότε  (1 + α)ν > 1 + να , για κάθε 
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       iii)  Να αποδειχθεί ότι για κάθε 
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, ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθμών 2ν-1, 2ν+1 είναι ο 1.

Η μαθηματική επαγωγή στηρίζεται στην «αρχή της μαθηματικής επαγωγής» η οποία είναι η παρακάτω.

Αρχή της μαθηματικής επαγωγής
Έστω ότι ένας ισχυρισμός p(ν) αναφέρεται στους θετικούς ακεραίους. 

Αν 

i)   ο ισχυρισμός  είναι αληθής για τον ακέραιο 1, δηλαδή ο p(1) είναι αληθής  και

ii)  η αλήθεια του p(ν) συνεπάγεται την αλήθεια του  p(ν+1)  για κάθε 
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Τότε

ο ισχυρισμός p(ν) αληθεύει για όλους τους θετικούς ακεραίους ν. 
Παρατήρηση 1
Πολλές φορές το πρώτο βήμα της παραπάνω αρχής δεν αναφέρεται στο φυσικό αριθμό 1, αλλά σε κάποιο μεγαλύτερο φυσικό ν0   π.χ.  
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 Στον ισχυρισμό p(ν):  « ισχύει 2ν > 2ν + 1 , για κάθε 
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3» , πρέπει να δείξουμε πρώτα την αλήθεια της ανισότητας για ν=3
Παρατήρηση 2
Και τα δύο βήματα  i) και ii) της παραπάνω αρχής είναι απαραίτητα γιατί αλλιώς μπορεί να οδηγηθούμε σε λάθος συμπεράσματα.  π.χ.
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 Ο ισχυρισμός p(ν):  «Η παράσταση ν2 – ν + 41 είναι πρώτος αριθμός,  για κάθε 
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» 
είναι λανθασμένος παρ’ όλο που αληθεύει το βήμα  i) και μάλιστα για όλες τις τιμές του ν μέχρι το 40.
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 Ο ισχυρισμός p(ν):  «Ο αριθμός 2ν είναι περιττός, για κάθε 
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» 
είναι λανθασμένος παρ’ όλο που αληθεύει το βήμα  ii) 
Σχόλιο

Μια αναπαράσταση της αρχής της μαθηματικής επαγωγής μπορεί να θεωρηθεί η διαδικασία κατά την οποία πέφτουν ένα οποιοδήποτε πλήθος από  κομμάτια «ντόμινο». Προϋπόθεση για να συμβεί αυτό είναι:
i)   Να πέσει το πρώτο κομμάτι ( 10 βήμα  της μαθηματικής επαγωγής) 
ii)  Τα κομμάτια να είναι τοποθετημένα με τέτοιο τρόπο ώστε κάθε φορά που πέφτει ένα κομμάτι – το νιοστό στη σειρά - , να ρίχνει και το επόμενό του ( 20 βήμα  της μαθηματικής επαγωγής)
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Άσκηση 
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Να αποδειχθεί ότι:

α)     1 + 2 + 3 + … + ν = 
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 ,   για κάθε 
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β)     12 + 22 + 32 + … + ν2 = 
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 ,  για κάθε 
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γ)     13 + 23 + 33 + … + ν3 = 
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 ,   για κάθε 
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δ)    (1 + α)ν > 1 + να , για κάθε 
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2 και -1<α
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                                             (Ανισότητα Bernoulli)
ε)    ν! > 2ν , για κάθε 
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4  ( όπου ν! = 1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image28.wmf]×



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image29.wmf]×

 ν )

στ)  Ο αριθμός 9ν+1 – 8ν – 9 είναι πολλαπλάσιο του 64, για κάθε 
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Απόδειξη
► Πώς κάνουμε απόδειξη με επαγωγή


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Επαληθεύουμε  την πρόταση που θέλουμε να αποδείξουμε για την τιμή ν=1 (ή ν=ν0 αν έτσι ορίζει η πρόταση)


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Υποθέτουμε ότι η πρόταση ισχύει για τον φυσικό αριθμό ν (δηλαδή δεχόμαστε τη σχέση που μας ζητάει) και μετά αποδεικνύουμε την πρόταση για την τιμή ν+1 (δηλαδή την σχέση όπως διαμορφώ- νεται αν στη θέση του ν βάλουμε το ν+1) 
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