ΓΕΝΙΚΗ ΜΟΡΦΗ ΕΞΙΣΩΣΗΣ ΕΥΘΕΙΑΣ (§2.2)

Όλες οι περιπτώσεις εξίσωσης ευθείας μπορούν να πάρουν μια ενιαία μορφή , την οποία συνηθίζουμε να λέμε:

γενική εξίσωση ευθείας
	
[image: image1.wmf]·

 i) Κάθε ευθεία του επιπέδου έχει εξίσωση της μορφής 

                              Αx+By+Γ=0   ,   με  Α
[image: image2.wmf]¹

0  ή  Β
[image: image3.wmf]¹

0
   ii) H εξίσωση    Αx+By+Γ=0   ,   με  Α
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0  ή  Β
[image: image5.wmf]¹

0 

        παριστάνει ευθεία του επιπέδου
Δηλαδή μία εξίσωση 1ου  βαθμού ως προς  x , y παριστάνει ευθεία όταν δεν μηδενίζονται συγχρόνως οι συντελεστές των αγνώστων
Απόδειξη
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Παρατήρησεις  
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Η εξίσωση Αx+By+Γ=0  , με  Α
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0  ή  Β
[image: image10.wmf]¹

0 στην ειδική περίπτωση που:
      i)  Α=0  παριστάνει ευθεία παράλληλη στον χ΄χ
      ii) Β=0  παριστάνει ευθεία παράλληλη στον y΄y
[image: image45.wmf]·


[image: image11.wmf]a

Για να βρούμε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας  Αx+By+Γ=0 , λύνουμε την εξίσωση ως προς  y   και την φέρνουμε στην μορφή  y=λx+β
Άσκηση 1   Να δείξετε ότι, η εξίσωση (λ+2)x+( λ-3)y+(3λ2-8λ+5)=0 
για κάθε λ
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παριστάνει ευθεία. Πότε η ευθεία είναι παράλληλη στον χ΄χ, 
πότε παράλληλη στον y΄y και πότε διέρχεται από το Ο(0,0)
[image: image46.wmf]·


Άσκηση 2  Να εξετάσετε για ποιες τιμές του λ
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 η εξίσωση 
(λ2-λ)x+( λ2-1)y+(λ+3)=0 παριστάνει ευθεία.Πότε η ευθεία αυτή 
είναι παράλληλη στον χ΄χ και πότε είναι παράλληλη στον y΄y
[image: image47.wmf]·


Άσκηση 3   Να βρεθεί η εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ευθειών 
ε1: 2x+y-8=0  και  ε2: 4x+2y-8=0  
Άσκηση 4  Τριγώνου ΑΒΓ η κορυφή Α έχει συντεταγμένες (1,2) , η ευθεία του ύψους ΒΕ έχει εξίσωση 
ε1: x+3y=3 και η ευθεία της διαμέσου ΓΜ έχει εξίσωση ε2: x-y-11=0. Να βρείτε τις δύο άλλες κορυφές του
[image: image48.wmf]·


Άσκηση 5   Να δείξετε ότι για κάθε α
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οι ευθείες: (2α2+α+1)x-(α2-α+1)y-(α2+2α)=0 (1), 
διέρχονται από το ίδιο σημείο
[image: image49.wmf]·


Άσκηση 6   Nα δείξετε ότι για κάθε τιμή του λ
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, η εξίσωση 
(x+2y-5)+λ(3x-2y+1)=0 (1)  παριστάνει ευθεία. Στη συνέχεια να δείξετε
 ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την (1) περνάν από το ίδιο σημείο

Τέλος να βρείτε ποια από τις παραπάνω ευθείες  της εξίσωσης (1) :

i)   Διέρχεται από το σημείο Α(3,-1)         ii)  Είναι παράλληλη στον χ΄χ        
iii)  Είναι παράλληλη στον y΄y        iv) Είναι παράλληλη στην ευθεία
 4x+3y-5=0     v) Είναι κάθετη στην ευθεία  x+3y+7=0
Παρατήρηση
Οι εξισώσεις ως προς x , y με βαθμό μεγαλύτερο του πρώτου γενικώς παριστάνουν καμπύλες γραμμές . Είναι δυνατόν όμως  να παριστάνουν και μία  ή περισσότερες ευθείες
Άσκηση 7  Να βρείτε τις γραμμές που παριστάνουν οι εξισώσεις
α) xy=0        β)  x2-5x+6=0       γ) |x|-|y|=0        δ) x2-y2=0       ε)  x2-4y2-2x+12y-8=0
Πώς βρίσκουμε ένα παράλληλο και ένα κάθετο διάνυσμα σε ευθεία
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Ένα διάνυσμα  παράλληλο στην ευθεία  Αx+Βy+Γ=0 είναι το 
[image: image17.wmf]δ
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   Απόδειξη


	[image: image18.emf]

άτιτλο-j



ε1ε2 δ1δ2 

άτιτλο-q0



ε

φ

Ο

x

0

y

0

A( , )

00

M(x,y)

1

1

B(x

2

y

2

)

,

Σ(0,β)

λ=εφφ

(0,0)



άτιτλο-p1



Ρ(x,y)



άτιτλο-a2





άτιτλο-h2



ε

δ

Ax+By+Γ=0

=(Β,-Α)



	
[image: image19.wmf]·

 Ένα διάνυσμα  κάθετο στην ευθεία  Αx+Βy+Γ=0 είναι το  
[image: image20.wmf]η
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   Απόδειξη
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Άσκηση 8  Να βρεθεί η οξεία γωνία των ευθειών  
ε1: x=3    ε2: x+y+1=0
	Άσκηση 9    Mε τη βοήθεια των διπλανών σχημάτων 
α) Να εκφράσετε την  γωνία ω των ευθειών 
ε1  και ε2  συναρτήσει των γωνιών τους  ω1 και ω2
β) Να εκφράσετε την εφω συναρτήσει των συντελεστών διεύθυνσης  λ1 , λ2 των ευθειών ε1 , ε2
	[image: image22.emf]
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 Σχετική θέση δύο ευθειών
Οι ευθείες  ε1: Α1x+Β1y+Γ1=0  και  ε2: Α2x+Β2y+Γ2=0  
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Τέμνονται  αν και μόνον αν 
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Είναι παράλληλες  αν και μόνον αν 
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Συμπίπτουν  αν και μόνον αν 
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Άσκηση 10   α) Για τις διάφορες τιμές του λ  να βρεθούν οι σχετικές θέσεις 
των ευθειών   ε1:  λx-(λ+1)y-1=0   ,   ε2:  x-2y+λ-2=0
β) Αν οι ευθείες τέμνονται να δείξετε ότι το σημείο τομής τους Α κινείται σε ευθεία   
ΑΠΟΣΤΑΣΗ ΣΗΜΕΙΟΥ ΑΠΟ ΕΥΘΕΙΑ  (§2.3) 

	
[image: image31.wmf]·

 Η απόσταση του σημείου Μ0(x0,y0) από την ευθεία 

 ε:  Αx+Βy+Γ=0  συμβολίζεται d(M0,ε) και ​ δίνεται από τον τύπο:

                                      d(M0,ε)=
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Άσκηση 11  α)Να βρεθεί η απόσταση του σημείου Μ(2,-3) από την ευθεία 
[image: image34.wmf]42
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β) Να βρεθεί η απόσταση της αρχής Ο των αξόνων από την ίδια ευθεία 
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Άσκηση 12   Να βρεθεί το σημείο του άξονα χ΄χ που ισαπέχει 
από την αρχή των αξόνων και από την ευθεία  ε: 3x-4y-24=0
[image: image54.wmf]·


Άσκηση 13  Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών  που διέρχονται από
 την αρχή Ο(0,0) και απέχουν από το σημείο Α(1,2) απόσταση ίση με 1
Άσκηση 14  Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από 
το σημείο Α(-2,1) και απέχει από την αρχή των αξόνων 2 μονάδες
[image: image55.wmf]·

Άσκηση 15  Να βρείτε την απόσταση των ευθειών 
ε1: 4x -6y+5=0  και    ε2:  y= 
[image: image36.wmf]2

3

x+1
ΕΜΒΑΔΟ ΤΡΙΓΩΝΟΥ  (§2.3)
	
[image: image37.wmf]·

 Το εμβαδό του τριγώνου με κορυφές Α(x1,y1) , B(x2,y2) , Γ(x3,y3) 
    δίνεται από τον τύπο:

                                     (ΑΒΓ)=
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Άσκηση 16  Ενός παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ οι τρεις κορυφές του έχουν συντεταγμένες (-3,1), (-2,3) και (4,-5).
Να υπολογίσετε το εμβαδό του παραλληλογράμμου.

Άσκηση 17 Έστω τα σημεία Α(1,1) και Β(5,5) και η ευθεία ε: x-2y-1=0.Nα βρεθεί  σημείο Γ της ευθείας ε , ώστε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ να είναι ίσο με 4
Άσκηση 18   Έστω τα σημεία Α(1,2) , Β(-3,4) , Γ(2λ+1,-λ+1) , λ
[image: image40.wmf]¡
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i)  Να δειχθεί ότι τα σημεία Α , Β , Γ είναι κορυφές τριγώνου με σταθερό εμβαδό για κάθε λ
[image: image41.wmf]¡
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ii) Nα δείξετε ότι το σημείο Γ κινείται πάνω σε ευθεία της οποίας να βρείτε την εξίσωση
iii) Nα βρείτε το λ
[image: image42.wmf]¡
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 ώστε το σημείο Γ(2λ+1, -λ+1) να απέχει από την αρχή των αξόνων την ελάχιστη απόσταση  

Άσκηση 19  α) Να  βρεθούν οι εξισώσεις  της διχοτόμου των γωνιών  
 που σχηματίζουν οι ευθείες:   ε1: 3x-4y+1=0     ε2:  5x+12y+4=0 
β) Να βρεθεί η εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ευθειών 
ε1: 2x+y-8=0  και  ε2: 4x+2y-8=0  

Άσκηση 20  Να δείξετε ότι οι ευθείες λx+(λ-2)y=λ-1 και (λ+2)x+λy=λ 
τέμνονται για όλες τις τιμές του λ
[image: image43.wmf]Î

¡

. Στη συνέχεια να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο του σημείου τομής τους 
Άσκηση 21   Σε ορθογώνιο σύστημα αναφοράς Οxy  δίνεται το ορθογώνιο ΟΑΒΓ , του οποίου οι κορυφές Α και Γ  κινούνται στους θετικούς ημιάξονες Ox  και Oy αντίστοιχα και είναι Β(α,β) με α-β=1. Να δείξετε ότι η κάθετη που φέρουμε από το Β στην ΑΓ διέρχεται από σταθερό σημείο το οποίο και να βρεθεί
Παραμετρικές εξισώσεις  γραμμής του επιπέδου  
Όταν οι συντεταγμένες ενός σημείου Μ(x,y) της  γραμμής  C δίνονται ως συναρτήσεις μιας μεταβλητής t ( η οποία καλείται παράμετρος) , τότε λέμε ότι έχουμε τις παραμετρικές εξισώσεις της γραμμής C 
Δηλαδή οι παραμετρικές εξισώσεις έχουν μορφή: x=x(t), y=y(t), όπου η μεταβλητή t ανήκει σε ένα σύνολο Α
Από τις παραμετρικές εξισώσεις  με απαλοιφή του t  βρίσκουμε μία εξίσωση ως προς  x , y  που είναι η αναλυτική εξίσωση της γραμμής C
Άσκηση 22   Να δείξετε ότι τα σημεία Μ(2t-1,5-6t) , t
[image: image44.wmf]Î
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ανήκουν σε ευθεία της οποίας να βρείτε την εξίσωση
► Απόσταση δύο παραλλήλων ευθειών


Παίρνουμε ένα τυχαίο σημείο στη μία ευθεία , και βρίσκουμε την απόστασή του από την άλλη  





►Μεσοπαράλληλη δύο ευθειών ε1 , ε2


� EMBED Equation.DSMT4  ���Παίρνουμε δύο σημεία Α , Β πάνω στις ε1 , ε2


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Βρίσκουμε το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Η  μεσοπαράλληλη των ε1 , ε2 διέρχεται από το Μ  και έχει το ίδιο λ με τις ε1 , ε2








► Εύρεση της Γωνίας δύο ευθειών


� EMBED Equation.DSMT4  ���Παίρνουμε δύο διανύσματα παράλληλα στις ευθείες  


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Η γωνία των διανυσμάτων είναι και η γωνία των ευθειών





► Γεωμετρικοί τόποι


i)  Θεωρούμε τυχαίο σημείο Μ(x,y) του γ. τόπου


ii) Εκφράζουμε με αλγεβρικές σχέσεις την ιδιότητα που έχει  το σημείο Μ  


iii) Εκτελούμε τις πράξεις και παίρνουμε μία εξίσωση ως προς x,y  








►Διερεύνηση της παραμετρικής εξίσωσης  Αx+By+Γ=0  


� EMBED Equation.DSMT4  ���Αν μηδενίσουμε ταυτόχρονα τους συντελεστές των x και y , θα βρούμε για ποιες τιμές της παραμέτρου λ  η εξίσωση δεν παριστάνει ευθεία





►Αν δείξουμε ότι οι συντελεστές των 


x , y δεν μηδενίζονται ταυτόχρονα , τότε η εξίσωση παριστάνει ευθεία





► Παραμετρική ευθεία  διερχομένη από σταθερό σημείο


i) Δίνουμε δύο αυθαίρετες τιμές στην παράμετρο και βρίσκουμε δύο ευθείες ε1 , ε2


ii) Βρίσκουμε το σημείο τομής A των ευθειών ε1 , ε2


iii) Δείχνουμε ότι οι συντεταγμένες του Μ επαληθεύουν την παραμετρική εξίσωση








► Η δέσμη ευθειών  ε1 +λε2


Αν ε1 , ε2 οι εξισώσεις δύο ευθειών τότε:


� EMBED Equation.DSMT4  ���Για να δείξουμε ότι η εξίσωση 


ε1 +λε2 παριστάνει ευθεία, την φέρνουμε στην μορφή Αx+Βy+Γ=0 …κ.λ.π.


� EMBED Equation.DSMT4  ���Για να δείξουμε ότι οι ευθείες ε1 +λε2 διέρχονται από το ίδιο σημείο:


1ος τρόπος:  Όπως στην Άσκ. 5  


2ος τρόπος:  Η εξίσωση ε1 +λε2 ισχύει για κάθε λ� EMBED Equation.DSMT4  ���(ταυτότητα) άρα πρέπει να μηδε- νίζονται  συχρόνως οι συντελεστές ε1 και ε2


Η λύση του συστήματος  των εξισώσεων των ε1 και ε2 είναι το σημείο από το οποίο διέρχο- νται όλες οι ευθείες. 





► Για τις σχετικές θέσεις δύο παραμετρικών ευθειών κάνουμε διερεύνηση στο σύστημα των εξισώσεών τους 





► Φέρνουμε την ευθεία στην μορφή Αx+Βy+Γ=0 


και εφαρμόζουμε τον τύπο της απόστασης





► Προσδιορισμός σημείου 


Θέτουμε  Μ(x,y) το ζητούμενο σημείο  και εκφράζουμε αναλυτικά τις συνθήκες








► Εύρεση ευθείας που διέρχεται από γνωστό σημείο


Κάθε ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α(x0 , y0)  έχει εξίσωση της μορφής: 


      y-y0 = λ(x-x0)      ή     x =x0


Έτσι λοιπόν πρέπει


� EMBED Equation.DSMT4  ���Να βρούμε το λ , άρα και την ευθεία


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Να εξετάσουμε αν η ευθεία 


x =x0 είναι λύση του προβλήματος
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