ΕΞΙΣΩΣΗ ΕΥΘΕΙΑΣ (§2.1)
Γραμμές του επιπέδου
Η επίπεδη γραμμή είναι μια γεωμετρική έννοια που γίνεται αντιληπτή από την νόηση και την εμπειρία μας. Πιο απλά μπορούμε να πούμε ότι γραμμή είναι ένα συνεχές σύνολο σημείων που έχει μήκος αλλά όχι πλάτος.           Π.χ.  Το ίχνος  ενός κινούμενου μολυβιού πάνω στο επίπεδο είναι μία γραμμή του επιπέδου. 
Μία γραμμή μπορεί να ορισθεί από μία  κοινή ιδιότητα που θέλουμε να έχουν τα σημεία της. Λέμε τότε ότι έχουμε έναν γεωμετρικό τόπο. Ο κύκλος  είναι ένας γνωστός γεωμετρικός τόπος  …
Γραμμές , όπως η ευθεία  , ο κύκλος , η παραβολή , η έλλειψη , η υπερβολή  κ.τ.λ. είναι γνωστές από την αρχαιότητα, και η μελέτη τους αρχικά έγινε με καθαρά γεωμετρικές  μεθόδους . Πολύ αργότερα –17ος  αιώνας – οι γεωμετρικές ιδιότητες των γραμμών μελετήθηκαν και με αλγεβρικές μεθόδους,  με αποτέλεσμα από την  σύνθεση αυτή της Γεωμετρίας με την Άλγεβρα  να  δημιουργηθεί ένας νέος κλάδος - η Αναλυτική Γεωμετρία .                  Η σπουδαιότητα της  Αναλυτικής  Γεωμετρίας  , οφείλεται στο γεγονός ότι μπορούμε ευκολότερα να μελετήσουμε μία αλγεβρική εξίσωση, παρά μία γεωμετρική γραμμή.   
Για την Αναλυτική Γεωμετρία  θεμελιώδεις είναι οι έννοιες:
i)  του συστήματος  καρτεσιανών συντεταγμένων
ii) της εξίσωσης μιας γραμμής του επιπέδου 
	
[image: image1.wmf]·

Εξίσωση γραμμής  C του επιπέδου: 
Είναι μια εξίσωση με δύο αγνώστους  x , y που έχει τις ιδιότητες 
i) Oι συντεταγμένες κάθε σημείου της γραμμής C επαληθεύουν την   εξίσωση                                                                           και αντίστροφα:
ii) Αν οι συντεταγμένες ενός σημείου επαληθεύουν την εξίσωση , τότε το σημείο ανήκει στην γραμμή  C
     Δηλαδή αν συμβολίσουμε φ(x , y)=0 , την εξίσωση της γραμμής C, τότε:
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Aν το Μ(x1,y1) είναι σημείο της  C , θα ισχύει φ(x1 , y1)=0
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Αν ισχύει φ(α , β)=0 ,τότε το Ν(α , β) είναι σημείο της C
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Άσκηση 1  Έστω Οxy ένα σύστημα συντετεγμένων 

στο επίπεδο και Α(1,2) , Β(-1,4) δύο σημεία αυτού.

 Να βρεθεί η εξίσωση της  μεσοκαθέτου ευθείας  ε  

του ευθυγράμμου τμήματος  ΑΒ.
[image: image65.wmf]·


Άσκηση 2  Δίνονται οι παρακάτω γραμμές του επιπέδου με εξισώσεις

C1 :  x2+y2+2x-3y-3=0 ,       C2:  3x-y=0 ,      C3: x-2y+5=0
α) Ποιες γραμμές διέρχονται από τα σημεία Ο(0,0), Α(-1,2), Β(-3,0);
[image: image66.wmf]·

β) Να βρείτε τα κοινά σημεία των C1  και C2
γ) Υπάρχει σημείο από το οποίο διέρχονται και οι τρεις γραμμές;
Μερικές διάσημες γραμμές
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	Έλιξ του Αρχιμήδους
	Λημνίσκος του Βernoulli
	Kογχοειδής του Νικομήδους


Στα επόμενα θα μελετήσουμε τις ιδιότητες της απλούστερης των γραμμών που είναι η ευθεία
Συντελεστής διευθύνσεως ευθείας
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Γωνία της ευθείας ε  με τον άξονα χ΄χ: Λέγεται η θετική και κυρτή γωνία ω που έχει αρχική πλευρά τον άξονα χ΄χ και τελική πλευρά την ευθεία ε.

 Ισχύει  00
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ω < 1800  ή    σε ακτίνια  0
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ω<π .      Αν  ε // χ΄χ τότε ω = 00
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Συντελεστής διεύθυνσης λ  ευθείας: Λέγεται η τριγωνομετρική εφαπτομένη της γωνίας ω που σχηματίζει η ευθεία  ε  με τον άξονα χ΄χ        Δηλαδή  λ=εφω  
Ο συντελεστής διεύθυνσης λέγεται και κλίση της ευθείας , γιατί καθορίζει πλήρως την διεύθυνση της ευθείας
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Αν ω=00 τότε λ = εφ00 = 0 
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Αν ω οξεία γωνία τότε λ >0
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Αν ω αμβλεία  γωνία τότε λ <0 
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Αν ε
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χ΄χ  δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας
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Σχέση των συντελεστών διεύθυνσης ευθείας και παράλληλου διανύσματος
	« Μία ευθεία και ένα παράλληλο διάνυσμα έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης»

Δηλ. αν  
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Απόδειξη
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Συντελεστής διεύθυνσης ευθείας από δύο σημεία της
	Αν  ευθεία ε διέρχεται από τα σημεία Α(x1,y1) και Β(x2,y2), με  x1
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x2  
τότε έχει συντελεστή διεύθυνσης  
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Απόδειξη                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         
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Συνθήκες καθετότητας και παραλληλίας ευθειών
   Έστω οι ευθείες  ε1 , ε2  με συντελεστές διεύθυνσης  λ1 , λ2 αντίστοιχα
	Δύο ευθείες είναι παράλληλες όταν  έχουν ίσους συντελεστές  διεύθυνσης 
(και αντιστρόφως)
δηλαδή:                  ε1//ε2 
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 λ1=λ2 

Απόδειξη
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	Δύο ευθείες είναι κάθετες όταν οι συντελεστές διεύθυνσης έχουν γινόμενο -1
(και αντιστρόφως)
δηλαδή                  ε1 
[image: image34.wmf]^

 ε2 
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 λ1
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λ2 = -1
Απόδειξη
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Εξίσωση ευθείας
Ένας τρόπος για να ορίσουμε μία ευθεία ε είναι να γνωρίζουμε δύο σημεία της  Α , Β. 

Επειδή όμως το διάνυσμα 
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 καθορίζει τον συντελεστή διεύθυνσης  λ , δηλαδή την κλίση της ευθείας , μπορούμε να πούμε ότι η ευθεία ορίζεται από ένα σημείο της π.χ. το Α και τον συντελεστή διεύθυνσής της  λ.
Και για τις δύο αυτές περιπτώσεις θα δώσουμε την εξίσωση της ευθείας

	
[image: image39.wmf]·

Η ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α(x0,y0) και έχει συντελεστή διεύθυνσης  λ , έχει εξίσωση:

y-y0 = λ(x-x0)

Aπόδειξη
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Η μη κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από τα σημεία 
Α(x1,y1) και Β(x2,y2) , έχει εξίσωση:
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Απόδειξη
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Η ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α(x0,y0) και είναι κάθετη στον άξονα χ΄χ έχει εξίσωση: 
                                        x =x0       (κατακόρυφη ευθεία)
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Ειδικά ο άξονας y΄y έχει εξίσωση x=0
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	Ειδικές περιπτώσεις εξίσωσης ευθείας
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Η ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α(0,β) του άξονα y΄y και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ, έχει εξίσωση:

y=λx+β
	[image: image48.emf]
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Η ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ, έχει εξίσωση:

y=λx
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i) Η διχοτόμος της 1ης  και 3ης γωνίας , έχει εξίσωση:
y=x
  ii)  Η διχοτόμος της 2ης  και 4ης γωνίας , έχει εξίσωση:
y=-x
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H ευθεία που διέρχεται από το σημείο Α(x0,y0) και είναι παράλληλη στον άξονα x΄x , έχει εξίσωση:
                                           y=y0     (οριζόντια ευθεία)
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Ειδικά ο άξονας χ΄χ έχει εξίσωση y=0
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Άσκηση 3  Δίνονται τα σημεία  Α(2,-1) ,  Β(4,1) , Γ(5,0)
α)   Να βρεθεί ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΑΓ

β)   Να δείξετε ότι η ευθεία ΑΓ είναι παράλληλη στο διάνυσμα  
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γ)   Να βρεθεί η γωνία κάθε μιας από τις ευθείες ΑΒ  και ΒΓ  με τον χ΄χ                 
[image: image68.wmf]·


δ)   Να δειχθεί ότι οι ευθείες ΑΒ και ΒΓ είναι κάθετες
[image: image69.wmf]·


ε)   Να βρεθούν οι εξισώσεις  των ευθειών  ΑΒ και ΒΓ 
στ) Ποια ευθεία διέρχεται από το Α και είναι παράλληλη στον χ΄χ;
ζ)   Ποια ευθεία διέρχεται από το Γ και είναι κάθετη στον χ΄χ;
η)   Ποια ευθεία περνά από την αρχή των αξόνων και το σημείο Β;

[image: image70.wmf]·


θ)   Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Α 
      και είναι παράλληλη στην ευθεία y=-2x+1

ι)    Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Γ 
[image: image71.wmf]·

      και είναι κάθετη στην ευθεία  y=
[image: image59.wmf]1
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x
ια)  Να βρεθούν τα σημεία τομής της ευθείας ΑΒ με τους άξονες 
ιβ)  Να βρεθεί το σημείο τομής της ευθείας ΒΓ με την 1η  διχοτόμο 

ιγ)  Να δείξετε ότι τα σημεία  Α , Β και Δ(1,-2) είναι συνευθειακά 
ιδ)  Αν το σημείο  Ε(-1,β) ανήκει στην ευθεία ΑΓ να βρεθεί το β
Παρατήρηση 
Οι ασκήσεις του 2ου  (και 3ου )  κεφαλαίου  έχουν γεωμετρικό χαρακτήρα (αφού αναφέρονται σε γεωμετρικά σχή-  ματα), που πρέπει να λυθούν όμως με αναλυτικές μεθόδους . Έτσι αν θεωρήσουμε την άσκηση σαν μία απλή γεω- μετρική κατασκευή , θα πρέπει τα γεωμετρικά στάδια  της κατασκευής να τα μετατρέψουμε σε αναλυτικά στάδια  
Μερικά παραδείγματα

	η          ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ  ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ               και  
	η                 ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΤΗΣ ΕΚΦΡΑΣΗ

	Φέρουμε την ευθεία ΑΒ
	Γράφουμε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα  σημεία Α , Β 

	Από το Α φέρουμε παράλληλη στην ευθεία ε
	Γράφουμε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Α, και έχει τον ίδιο συντελεστή δ/σης με την ευθεία ε

	Φέρουμε το ύψος ΑΔ ενός τριγώνου ΑΒΓ
	Γράφουμε την εξίσωση της ευθείας ε που περνά από το Α,
και έχει  λε τέτοιον ώστε   λε
[image: image60.wmf]×

λΒΓ=-1

	Οι ευθείες ε1 και ε2  τέμνονται στο σημείο Μ
	Βρίσκουμε τις συντεταγμένες του Μ από την λύση του συστήματος των εξισώσεων των ε1 και ε2


Άσκηση 4    Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφές τα σημεία Α(2,1) , Β(-1,-1) , Γ(-3,2).
Να βρεθούν οι εξισώσεις : i) Tου φορέα του ύψους ΒΔ

ii) Tου φορέα της διαμέσου ΑΜ    iii) Της μεσοκαθέτου της πλευράς ΒΓ

Άσκηση 5    Έστω ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμο με κέντρο το σημείο Κ(2,1) και εξισώσεις 
των πλευρών ΑΒ , ΑΓ τις  y=x+1  και y=-2x+4 αντιστοίχως. Να βρεθούν οι εξισώσεις των άλλων δύο πλευρών
Άσκηση 6    Έστω η ευθεία ε: y=x+1 το σημείο Α(2,1)
α) Να βρεθούν οι συντεταγμένες της προβολής του σημείου Α πάνω στην ε

β) Να βρεθούν οι συντεταγμένες του συμμετρικού του Α ως προς την ε
Άσκηση 7   Να βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών του τετραγώνου του οποίου οι διαγώνιες βρίσκονται πάνω στους άξονες και η πλευρά του έχει μήκος ίσο με 
[image: image61.wmf]2


Άσκηση 8  Tα σημεία Α(2,0) και Β(-1,4) είναι διαδοχικές κορυφές τετραγώνου. Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών του
Άσκηση 9  Να βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σημείο Μ(1,2) και σχηματίζουν με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο


Άσκηση 10   Να βρείτε την εξίσωση  της ευθείας  ε  που διέρχεται 
από το σημείο Μ(1,4) και  τέμνει τις ευθείες ε1: y=-x+4  και  ε2: y=2x+3 
στα σημεία Α και Β αντιστοίχως , έτσι ώστε το Μ να είναι το μέσο του ΑΒ 
Άσκηση 11   Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  ε  που διέρχεται 
από το σημείο Μ(0,1) και  τέμνει τις ευθείες ε1: y=
[image: image62.wmf]1
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x  και  ε2: y=
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x+1   
στα σημεία Α και Β αντιστοίχως , έτσι ώστε να ισχύει ΑΒ=1
► Πώς βρίσκουμε την εξίσωση μιας γραμμής από την  ιδιότητα των σημείων της


i)  Θεωρούμε τυχαίο σημείο Μ(x,y) της γραμμής


ii) Εκφράζουμε με αλγεβρικές σχέσεις την ιδιότητα που έχει  το σημείο Μ  της  γραμμής


iii) Εκτελούμε τις πράξεις και παίρνουμε μία εξίσωση ως προς x,y 


 που είναι η εξίσωση της γραμμής





► Γραμμή που διέρχεται από σημείο


     Σημείο που ανήκει σε γραμμή


Πρέπει οι συντεταγμένες του σημείου να επαληθεύουν την εξίσωση της γραμμής





► Αν γνωρίζουμε το λ μπορούμε να βρούμε την γωνία από την σχέση εφω=λ





► Αν το γινόμενο των συντελεστών είναι  -1 , τότε οι ευθείες είναι κάθετες





► Βρίσκουμε την εξίσωση ευθείας όταν


 � EMBED Equation.DSMT4  ���Γνωρίζουμε ένα σημείο της ευθείας και τον συντελεστή διεύθυνσής της                                 ή


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Γνωρίζουμε δύο σημεία της








► Ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας ε μπορεί να βρεθεί έμμεσα: 


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Από μια ευθεία παράλληλη  στην ε


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Από μια ευθεία κάθετη  στην ε





► Θέτοντας στην εξίσωση της ευθείας:


� EMBED Equation.DSMT4  ���x=0, βρίσκουμε την τομή της με τον  y΄y


� EMBED Equation.DSMT4  ���y=0, βρίσκουμε την τομή της με τον  χ΄χ








► Τρία σημεία είναι συνευθειακά όταν το ένα ανήκει στην ευθεία που ορίζουν τα άλλα δύο





► Κοινά σημεία δύο γραμμών


Βρίσκουμε τα κοινά σημεία δύο γραμμών αν λύσουμε το σύστημα των εξισώσεών τους 








► Εύρεση ευθείας που διέρχεται από γνωστό σημείο


Κάθε ευθεία που διέρχεται από το  σημείο Α(x0 , y0)  έχει εξίσωση της μορφής: 


      y-y0 = λ(x-x0)      ή     x =x0


Έτσι λοιπόν πρέπει


� EMBED Equation.DSMT4  ���Να βρούμε το λ , άρα και την ευθεία


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Να εξετάσουμε αν η ευθεία 


x =x0 είναι λύση του προβλήματος
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