ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕΔΟ (§ 1.4)
Άξονες και επίπεδα
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Άξονας: Λέγεται μία ευθεία χ΄χ στην οποία έχει ορισθεί ένα σημείο Ο για αρχή και ένα μοναδιαίο διάνυσμα 
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κατά την διεύθυνση της ημιευθείας Οχ
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Οχ είναι ο θετικός ημιάξονας  ,   Οχ΄ είναι ο αρνητικός  ημιάξονας  
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α)Για κάθε σημείο Μ του άξονα υπάρχει μοναδικό 
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,ώστε
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.Ο x λέγεται τετμημένη του σημείου Μ
   β)Για κάθε 
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 υπάρχει σημείο Μ του άξονα τέτοιο ώστε 
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Καρτεσιανό επίπεδο: Είναι δύο κάθετοι άξονες  χ΄χ και y΄y  με κοινή αρχή ένα σημείο Ο στους οποίους έχουν ορισθεί τα μοναδιαία διανύσ -ματα 
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[image: image12.wmf]j

r

( ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο)
Ο  χ΄χ είναι ο άξονας τετμημένων και  ο y΄y ο άξονας τεταγμένων 

Αν προβάλλουμε τώρα ένα σημείο Μ πάνω στους άξονες χ΄χ και y΄y  θα βρούμε σημεία Μ1(x) και Μ2(y) οπότε συμπεραίνουμε ότι:

[image: image13.wmf]·

α) Κάθε σημείο Μ του επιπέδου αντιστοιχίζεται σε ένα  ζεύγος (x,y) πραγματικών αριθμών που λέγονται συντεταγμένες του Μ. 
Το x λέγεται τετμημένη του Μ και το y λέγεται τεταγμένη του Μ
   β) Κάθε ζεύγος (x,y) πραγματικών αριθμών αντιστοιχίζεται σε ένα σημείο Μ του επιπέδου.      Συμβολίζουμε το σημείο  Μ(x,y)  ή (x,y)
	[image: image14.emf]


Συντεταγμένες διανύσματος
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Κάθε διάνυσμα στο επίπεδο γράφεται με μοναδικό τρόπο ως γραμ μικός συνδυασμός των μοναδιαίων διανυσμάτων 
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και 
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 ως εξής:
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α=xi+yj

       και συμβολίζουμε    
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= (x,y)
Απόδειξη
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Το ζεύγος  (x,y) είναι οι συντεταγμένες του διανύσματος 
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Το x  είναι η τετμημένη του 
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, και το y  η τεταγμένη του 
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Τα  διανύσματα    
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  λέγονται συνιστώσες του 
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Σε κάθε σημείο Α(x,y) αντιστοιχεί ένα διάνυσμα   
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=(x,y)
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Ισότητα διανυσμάτων

[image: image31.wmf]·

Δύο διανύσματα είναι ίσα αν και μόνον αν οι αντίστοιχες συντεταγμένες τους είναι ίσες

δηλ. Αν 
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=(x1,y1) και 
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=(x2,y2)  ισχύει:     
[image: image34.wmf]r

α

 = 
[image: image35.wmf]r

β



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image36.wmf]Û

   x1 = x2  και  y1 = y2    (συνθήκη ισότητας διανυσμάτων)
	Άσκηση 1: Με την βοήθεια του διπλανού σχήματος να εκφράσετε τα  παρακάτω διανύσματα σαν γραμμικό συνδυασμό των μοναδιαίων διανυσμάτων 
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Άσκηση 2: Να βρείτε το κ
[image: image40.wmf]Î
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, ώστε τα διανύσματα 
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(κ2-2, 1) και 
[image: image42.wmf]β

r

(2,κ2-κ-1) να είναι ίσα   
Αν γνωρίζουμε τις συντεταγμένες δύο διανυσμάτων, μπορούμε να βρούμε τις συντεταγμένες του αθροίσματος, της διαφοράς τους και  του γινομένου τους με αριθμό, και γενικά μπορούμε να βρούμε τις συντεταγμένες ενός γραμμικού συνδυασμού τους :
Συντεταγμένες γραμμικού συνδυασμού διανυσμάτων

	Αν 
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=(x1,y1) και 
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=(x2,y2)  και λ
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  τότε:
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Προσθέτουμε τα διανύσματα ως εξής:      (x1 , y1) + (x2 , y2)= (x1 + x2 , y1 + y2) 
  «Οι συντεταγμένες του  
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rr

 είναι το άθροισμα των συντεταγμένων των  
[image: image48.wmf]α

r

 και 
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Αφαιρούμε τα διανύσματα ως εξής:          (x1 , y1) - (x2 , y2)= (x1 - x2 , y1 - y2) 
   «Οι συντεταγμένες του  
[image: image51.wmf]α-β
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 είναι η διαφορά των συντεταγμένων των  
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 και 
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Πολλαπλασιάζουμε διάνυσμα  με αριθμό ως εξής:   λ(x1 , y1) = (λx1 , λy1) 
    «Οι συντεταγμένες του  
[image: image55.wmf]λα
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  είναι το γινόμενο του λ  με τις συντεταγμένες των  
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 και 
[image: image57.wmf]β

r

»      

[image: image58.wmf]·

Βρίσκουμε τον γραμμικό συνδυασμό
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ως εξής: λ(x1 , y1)+μ(x2 , y2) = ( λ x1 + μ x2 , λ y1 + μ y2) 
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Άσκηση 3
Δίνονται τα σημεία Α(4,2) , Β(2,-1) και  Γ(0,-12) . 
α) Να βρείτε το άθροισμα 
[image: image60.wmf]1
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β) Να γράψετε το 
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 σαν γραμμικό συνδυασμό των 
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Άσκηση 4:

Δίνονται τα διανύσματα  
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. 
Να εκφράσετε το διάνυσμα 
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 ως γραμμικό συνδυασμό των 
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 Συντεταγμένες του μέσου ευθ. τμήματος
Αν ΑΒ ευθ. τμήμα με άκρα  Α(x1 , y1) και Β(x2 , y2) τότε το 
μέσο Μ(x,y)  του ΑΒ έχει συντεταγμένες: 
[image: image67.wmf]1212
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Απόδειξη
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Άσκηση 5:
[image: image144.wmf]a

Αν τα σημεία Α(-3,5) , Β(1,7)  και Γ(3,-3) είναι κορυφές παραλληλογράμμου  
α) να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείο τομής των διαγωνίων του   
β) να βρείτε τις συντεταγμένες του συμμετρικού του σημείου Β. 
Ποιο σημείο είναι αυτό για το παραλληλόγραμμο;
Συντεταγμένες διανύσματος με γνωστά άκρα
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Αν 
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 διάνυσμα με άκρα τα σημεία Α(x1 , y1) και Β(x2 , y2) τότε οι συντε-

ταγμένες (x,y) του 
[image: image71.wmf]uuur

AB

 δίνονται από τις σχέσεις: x = x2 – x1 και  y = y2 – y1
               Δηλαδή                       
[image: image72.wmf]uuur

AB

=( x2 – x1 , y2 – y1)
Απόδειξη

Παρατηρήσεις: 
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Αν   
[image: image74.wmf]α
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 // y΄y  τότε  
[image: image75.wmf]α
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= (0 , y)  ( το διάνυσμα έχει τετμημένη  0)
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Αν   
[image: image77.wmf]α
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// χ΄χ   τότε   
[image: image78.wmf]α
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= (x , 0)  ( το διάνυσμα έχει τεταγμένη  0)
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Άσκηση 6:
Δίνονται τα σημεία Α(0,4) , Β(5,-3) και Γ(-1,-2). 
Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Δ , αν  
[image: image82.wmf]ΑΒ=2ΓΔ
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Μέτρο διανύσματος
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Το μέτρο (μήκος) του διανύσματος 
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=(x , y)  δίνεται από την σχέση 
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α=x+y


Απόδειξη

[image: image86.wmf]·

Το μέτρο  (μήκος) του διανύσματος 
[image: image87.wmf]AB
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 με άκρα Α(x1 , y1) και Β(x2 , y2) 

δίνεται από την σχέση    
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AB=(x-x)+(y-y)


Απόδειξη
Σχόλιο: Το μέτρο του 
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uuur

 εκφράζει και την απόσταση (ΑΒ) των σημείων Α, Β
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Άσκηση 7:
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α) Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου βάρους G τριγώνου,
    από τις συντεταγμένες των κορυφών του
β) Σε τρίγωνο με κορυφές Α(4,13) , Β(10,1) και κέντρο βάρους G(4,
[image: image91.wmf]19
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    να βρείτε το μήκος της πλευράς ΒΓ
Άσκηση 8:
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Δίνονται τα σημεία Α(2,3) και Β(-2,1). Να βρείτε:

α) Σημείο Μ του άξονα χ΄χ που ισαπέχει από τα Α και Β. 
β) Σημείο Ν του άξονα y΄y που ισαπέχει από τα Α και Β.
Η παραλληλία δύο διανυσμάτων προκύπτει και από μία σχέση των συντεταγμένων τους που είναι γνωστή σαν:

Συνθήκη παραλληλίας διανυσμάτων
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Αν  
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=(x1,y1) και 
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Δηλαδή δύο διανύσματα είναι παράλληλα αν και μόνον αν η ορίζουσα των συντεταγμένων τους είναι 0
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Η ορίζουσα 
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  συμβολίζεται  det(
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α//β

det(
[image: image100.wmf]rr

α,β

) = 0 
Παρατηρήσεις

1.Τα σημεία  Α, Β, Γ είναι συνευθειακά  αν και μόνον αν  det(
[image: image101.wmf]uuuruuur

ΑΒ,ΑΓ

) = 0
2. Οι ευθείες ΑΒ , ΓΔ είναι παράλληλες  αν και μόνον αν  det(
[image: image102.wmf]uuuruuur

ΑΒ,ΓΔ

) = 0
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Άσκηση 9:
Δίνονται τα σημεία Α(2,-1) , Β(-3,4) , Γ(κ,5) και Δ(-2,λ). Να βρείτε τα κ , λ
[image: image103.wmf]Î
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ώστε:

α) 
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             β)  
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           γ) Τα σημεία  Α , Β , Γ να είναι συνευθειακά
Άσκηση 10:

Έστω τα σημεία   Α(1,3)  Β(2,-1) Γ( -4,-2) .Να βρεθεί σημείο Δ ώστε 
το τετράπλευρο ΑΒΓΔ να είναι  παραλληλόγραμμο
Συντελεστής διευθύνσεως διανύσματος
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 Γωνία διανύσματος 
[image: image107.wmf]r
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=(x , y) με τον άξονα χ΄χ: Λέγεται η θετική γωνία φ που σχηματίζει το διάνυσμα με τον ημιάξονα Οχ, όταν το εφαρμόσουμε στην αρχή των αξόνων.               0
[image: image108.wmf]£
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Δηλαδή αν  
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ΟΑ=α

, η γωνία φ έχει αρχική πλευρά τον Οχ και τελική πλευρά το διάνυσμα 
[image: image110.wmf]uuur
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  (σχήμα 1)
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 Συντελεστής διευθύνσεως του διανύσματος 
[image: image112.wmf]r

α

=(x , y): Λέγεται το πηλίκο της τεταγμένης προς την τετμημένη του και συμβολίζεται με λ .      λ = 
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Οι συντεταγμένες (x,y) του 
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, είναι και συντεταγμένες του σημείου Α, όταν 
[image: image117.wmf]uuurr

ΟΑ=α
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 Τριγωνομετρικά γνωρίζουμε ότι    εφφ=
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       Ώστε:      

                                                        λ = 
[image: image120.wmf]y
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 = εφφ  ,    x
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Δηλαδή: Ο συντελεστής διεύθυνσης ενός διανύσματος είναι η εφαπτομένη της γωνίας που σχηματίζει το διάνυσμα με τον άξονα  χ΄χ 
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 Αν 
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α,β

 μη μηδενικά διανύσματα και λ1 , λ2 οι συντελεστές διεύθυνσής τους 

   ισχύει:     
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 λ1 = λ2 

«Τα παράλληλα διανύσματα έχουν ίσους συντελεστές διευθύνσεως(και αντίστροφα)»

Ειδικές περιπτώσεις
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Αν 
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//χ΄χ  τότε λ=0    (σχ.2)
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Αν 
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//y΄y  τότε  δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης     (σχ.3)
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Άσκηση 11: 
Δίνονται τα σημεία  Α(-1,1) , Β(3,3) , Γ( 1,-1) και Δ(-3,-3)
α) Δείξτε ότι το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο με κέντρο την αρχή Ο(0,0)
β) Διαπιστώστε ότι το ΑΒΓΔ είναι ρόμβος
	Συντελεστής διεύθυνσης διανύσματος με γνωστά άκρα

Αν Α(x1,y1) και Β(x2,y2)  τα άκρα του διανύσματος  , τότε ο
συντελεστής διεύθυνσης του 
[image: image133.wmf]AB

uuur

 (αν ορίζεται) δίνεται από την σχέση:
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Αν x2 = x1  δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης (
[image: image137.wmf]AB
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// y΄y)
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 Αν y2 = y1  τότε  λ=0    (
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// χ΄χ)
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Άσκηση 12: 
Θεωρούμε τα σημεία Α(3,2) , Β(1,0) και Γ(0,4).
Η ΑΓ  τέμνει τον Οχ στο Δ και η ΑΒ τον Οy στο Ε.

α) Να βρείτε την τετμημένη του Δ και την τεταγμένη του Ε.

β) Αν Ι το μέσο του ΟΑ , Μ το μέσο του ΒΓ και Κ το μέσο του 
    ΕΔ, να αποδείξετε ότι τα σημεία Ι , Μ και Κ είναι συνευθειακά 
Άσκηση 13:
Να δείξετε ότι οι διαγώνιοι παραλληλογράμμου διχοτομούνται
Άσκηση 14:
Με βάση την πλευρά ΑΒ τετραγώνου  ΑΒΓΔ κατασκευάζουμε 

στο εσωτερικό του ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΕ. Με βάση δε την 

πλευρά  ΒΓ κατασκευάζουμε εξωτερικά ισόπλευρο τρίγωνο 

ΒΓΖ. Να δειχθεί ότι τα σημεία  Δ, Ε, Ζ είναι συνευθειακά
► Η αναλυτική μέθοδος απόδειξης 


Εφαρμόζεται όταν θέλουμε να αποδείξουμε μία διανυσματική σχέση  ή ακόμα μία πρόταση γεωμετρικού χαρακτήρα. Σε γενικές γραμμές τα βήματα της μεθόδου είναι:


� EMBED Equation.DSMT4  ���Τοποθετούμε το σχήμα μας σε σύστημα αναφοράς  και δίνουμε στα διάφορα σημεία του σχήματος αυθαίρετες συντεταγμένες.


� EMBED Equation.DSMT4  ���Εκφράζουμε τα δεδομένα της άσκησης με την βοήθεια συντεταγμένων, και το πρόβλημα από διανυσματικό ή γεωμετρικό γίνεται αλγεβρικό 


Προσοχή!


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Η εκλογή των συντεταγμένων είναι τέτοια ώστε να έχουμε όσο το δυνατό περισσότερα σημεία με τετμημένες ή τεταγμένες μηδέν.


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Συνηθίζουμε κάποια  διανύσματα ή τμήματα να τα θεωρούμε ως μοναδιαία ελαττώνοντας ακόμα το πλήθος των συντεταγμένων








►Εφαρμογή της συνθήκης ισότητας διανυσμάτων





►Εκφράζουμε τα διανύσματα με συνταταγμένες και κάνουμε τις πράξεις 





►Ζητούμε  λ , μ � EMBED Equation.DSMT4  ��� ώστε  � EMBED Equation.DSMT4  ���





►Χρήση των τύπων για τις συντε- ταγμένες του μέσου ευθ. τμήματος








►Εκφράζουμε τα διανύσματα με συντεταγμένες 








►Ζητούμε τις συντεταγμένες (x,y) σημείου:


Εκφράζουμε την σχέση που δίνεται, ή κάποια άλλη γνωστή με συντεταγμένες και με χρήση ιδιοτήτων και πράξεων βρίσκουμε τα x, y








► Eφαρμογή του τύπου της απόστασης σημείων








►Συνευθειακά  σημεία


Για να δείξουμε Α, Β, Γ συνευθειακά σημεία αρκεί να δείξουμε 


� EMBED Equation.DSMT4  ��� 


►Άγνωστο σημείο  (x,y)


Εκφράζουμε τα διανύσματα με συντεταγμένες και εφαρμόζουμε την συνθήκη παραλληλίας





►Αν οι συντελεστές διεύθυνσης  είναι ίσοι τότε τα διανύσματα είναι παράλληλα





► Γενικός τρόπος για τις ασκήσεις


Μετατρέπουμε τα γεωμετρικά στάδια του ζητή- ματος σε αναλυτικά στάδια ως εξής:


� EMBED Equation.DSMT4  ���Εκφράζουμε όλα τα δεδομένα και τα ζητούμενα της άσκησης με συντεταγμένες.


� EMBED Equation.DSMT4  ���Μεταφράζουμε τις γεωμετρικές  συνθήκες του ζητήματος (π.χ. σημεία τομής, μέσο τμήματος, παραλληλία ευθειών κ.τ.λ.)  με αναλυτικούς όρους 


( π.χ. συντεταγμένες σημείου, συντεταγμένες μέσου, συνθήκη παραλληλίας ευθειών-διανυσμάτων κ.τ.λ.)


� EMBED Equation.DSMT4  ���Ερμηνεύουμε με αναλυτικό τρόπο τα στάδια του ζητήματος 
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