ΠΡΟΣΘΕΣΗ – ΑΦΑΙΡΕΣΗ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ (§1 . 2)
 Πως ορίζεται η πρόσθεση δύο διανυσμάτων 
[image: image1.wmf]α,β
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	1ος  τρόπος (Ορισμός)

[image: image2.wmf]·

Με αρχή ένα τυχαίο σημείο Ο παίρνουμε διάνυσμα 
[image: image3.wmf]ΟΑ
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Στη συνέχεια με αρχή το Α παίρνουμε ένα διαδοχικό διάνυσμα 
[image: image6.wmf]ΑΜ
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Τότε ορίζουμε το διάνυσμα 
[image: image9.wmf]OM
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 να είναι το άθροισμα των 
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 και 
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   δηλαδή                           
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 = 
[image: image14.wmf]ΟΜ
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Ώστε: Για να προσθέσουμε δύο διανύσματα, τα κάνουμε διαδοχικά ( δηλ. το πέρας του πρώτου να είναι η αρχή του δευτέρου). Τότε το διάνυσμα που ορίζεται από την αρχή του πρώτου και από το πέρας του δευτέρου διανύσματος είναι το άθροισμά τους.       Δηλ. 
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Σχόλιο: Τα διανύσματα γίνονται διαδοχικά με παράλληλη μεταφορά
	[image: image18.emf]
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	2ος  τρόπος (κανόνας του παραλληλογράμμου)

[image: image21.wmf]·

Με αρχή ένα τυχαίο σημείο Ο παίρνουμε διανύσματα
[image: image22.wmf]OA
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 και 
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[image: image26.wmf]·

Σχηματίζουμε το παραλληλόγραμμο ΟΑΜΒ με πλευρές τις ΟΑ , ΟΒ


[image: image27.wmf]·

Τότε το άθροισμα 
[image: image28.wmf]a
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 ορίζεται από το διάνυσμα της περιεχόμενης     διαγωνίου  
[image: image30.wmf]OM
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        Δηλ. 
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Ώστε: Για να προσθέσουμε δύο διανύσματα εφαρμόζουμε τον λεγόμενο   κανόνα του παραλληλογράμμου
	[image: image34.emf]
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Ιδιότητες της πρόσθεσης διανυσμάτων
	α)
[image: image35.wmf]α+β=β+α
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                (αντιμεταθετική)

β)
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α+β)+γ=α+(β+γ)
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   (προσεταιριστική)

γ) 
[image: image37.wmf]α+0=0+α
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               (ουδέτερο στοιχείο)

δ) 
[image: image38.wmf]α+(-α)=0
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                (αντίθετο στοιχείο)
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	[image: image41.emf]
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	Η απόδειξη του α)
	Η απόδειξη του β)


Παρατηρήσεις
	
[image: image42.wmf]·

Συμβολίζουμε καθένα από τα ίσα αθροίσματα 
[image: image43.wmf]()
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[image: image45.wmf]a+b+g
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,το οποίο θα λέμε άθροισμα των τριών διανυσμάτων 
[image: image46.wmf],
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[image: image48.wmf]·

Το άθροισμα πολλών διανυσμάτων βρίσκεται αν προσθέσουμε το πρώτο με το δεύτερο, αυτό που θα βρούμε με το τρίτο, αυτό που θα βρούμε με το τέταρτο κ.ο.κ.
	[image: image49.emf]


	
[image: image50.wmf]·

Το άθροισμα πολλών διανυσμάτων το βρίσκουμε ευκολότερα αν κάνουμε τα διανύσματα διαδοχικά        π.χ.  
[image: image51.wmf]v
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[image: image52.wmf]·

Ένα διανυσματικό άθροισμα που το πέρας ενός διανύσματος είναι η αρχή του επομένου, υπολογίζεται άμεσα.   

π.χ. 
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[image: image55.wmf]·

Κάθε διάνυσμα γράφεται σαν άθροισμα δύο ή περισσοτέρων διανυσμάτων 
π.χ. 
[image: image56.wmf]AB=AG+GB
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      και  
[image: image57.wmf]AB=AD+DE+EB
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Πως ορίζεται η αφαίρεση δύο διανυσμάτων  
[image: image59.wmf]α,β
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	1ος τρόπος (ορισμός)
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Η διαφορά του 
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 από το 
[image: image62.wmf]a
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 ορίζεται ως το άθροισμα του διανύσματος 
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 με το αντίθετο (-
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) του διανύσματος 
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Δηλ.  
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Ισχύει       
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image73.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image74.wmf]x

r

=
[image: image75.wmf]a

ur

-
[image: image76.wmf]b

r

 

Δηλ. η διαφορά 
[image: image77.wmf]a
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 είναι το διάνυσμα που πρέπει να προσθέ- σουμε στο 
[image: image79.wmf]b
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 για να πάρουμε το 
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	[image: image81.emf]

	2ος τρόπος (κανόνας παραλληλογράμμου)
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Η διαφορά 
[image: image83.wmf]-
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 είναι το διάνυσμα της δεύτερης διαγωνίου του γνωστού παραλληλογράμμου της πρόσθεσης διανυσμάτων

!!! Προσέξτε την διεύθυνση του 
[image: image84.wmf]-
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 (από το πέρας του 
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 στο πέρας του 
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 Διάνυσμα θέσεως ενός σημείου του επιπέδου
	
[image: image88.wmf]·

Ένα σταθερό σημείο Ο του επιπέδου που το θεωρούμε ως αρχή, το ονομάζουμε σημείο αναφοράς

[image: image89.wmf]·

Διάνυσμα θέσεως του σημείου Μ(ή διανυσματική ακτίνα του σημείου Μ):
λέγεται το διάνυσμα 
[image: image90.wmf]OM
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  όπου Ο το σημείο αναφοράς

[image: image91.wmf]·

Κάθε διάνυσμα στο χώρο είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του πέρατος μείον τη διανυσματική ακτίνα της αρχής
Δηλαδή:  
[image: image92.wmf]¾¾®¾¾®¾¾®
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	Άσκηση 1:   Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να βρείτε τα διανύσματα:

α) 
[image: image97.wmf]AB+BG
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=                                    β)  
[image: image98.wmf]AB+DA

uuuruuur

=                        

γ) 
[image: image99.wmf]AB+BG+GD
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=                             δ)  
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ε) 
[image: image101.wmf]AG-AB

uuuruuur

 =                                   στ)  
[image: image102.wmf]BG+GD-BA
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	[image: image103.emf]Α
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	Άσκηση 2:    Να εκφράσετε το διάνυσμα 
[image: image104.wmf]x
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 ως συνάρτηση των άλλων διανυσμάτων στα σχήματα που δίνονται:

	[image: image105.emf]
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	[image: image108.emf]


	Άσκηση 3:   Ποια δύναμη χρειάζεται να  εφαρμοστεί στο σώμα Σ ώστε να μη μετακινηθεί από την θέση του:

	[image: image109.emf]ΑΒΓ
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	Άσκηση 4:  
 i)Συμπληρώστε τα κενά με ένα γράμμα ώστε με βάση το διπλανό σχήμα να αληθεύουν οι ισότητες:
α) 
[image: image114.wmf]....

BA+DE=B
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        β) 
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AE+AB=A
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     γ) 
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δ) 
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ZB+ZE=Z
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         ε) 
[image: image118.wmf]....

BD-ZE=B
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ii) Συμπληρώστε τα κενά με ένα διάνυσμα ώστε με βάση το διπλανό σχήμα να αληθεύουν οι ισότητες

α) 
[image: image119.wmf].....
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           β) 
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        γ) 
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δ)  
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             ε) 
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	Άσκηση 5:    Δίνεται το κανονικό εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ κέντρου Ο 

Να βρεθούν τα διανύσματα

α)  
[image: image125.wmf]GB-ZA
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                                    β)  
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γ)  
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                         δ)  
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	Άσκηση 6:   Συμπληρώστε τα κενά με ένα γράμμα ώστε με βάση το διπλανό σχήμα να αληθεύουν οι ισότητες

α)  
[image: image130.wmf]....

EA=ZE-K
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β)  
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IH+E=AZ
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γ)   
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EI+KH=EG-Z
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Άσκηση 7:   Έστω τρίγωνο ΑΒΓ . 

    α)  Να σημειώσετε τα σημεία Δ , Ε , Ζ  για τα οποία ισχύει :
                            
[image: image134.wmf]AB
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    β)  Να δείξετε ότι το ΔΖΕΓ είναι παραλληλόγραμμο .

Άσκηση 8:  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Ρ τυχαίο σημείο της ΒΓ . Ορίζουμε σημείο Μ τέτοιο ,  ώστε :
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    Να δείξετε ότι το ΑΒΜΓ είναι παραλληλόγραμμο .

Η τριγωνική ανισότητα στα διανύσματα 
	Αν 
[image: image138.wmf]a
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,
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 οποιαδήποτε διανύσματα του επιπέδου ισχύει 

                
[image: image140.wmf]||||||||||
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       (τριγωνική ανισότητα)
Το μέτρο του αθροίσματος δύο διανυσμάτων περιέχεται μεταξύ του αθ- ροίσματος των μέτρων τους και της απόλυτης διαφοράς των μέτρων τους
Ειδικές περιπτώσεις
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 μη συγγραμικά  τότε
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  (σχ.2)
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 (αντίρροπα)  τότε 
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      (σχ.3)
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Στο τρίγωνο ΟΑΒ:   |ΟΑ-ΑΒ|<ΟΒ<ΟΑ+ΑΒ
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	Άσκηση 9:   Στον κύκλο (Ο,1) έχουμε τα διανύσματα 
[image: image158.wmf]ΑΒγ
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[image: image159.wmf]ΒΓα
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α) Να θέσετε το κατάλληλο σύμβολο (= , < , >) μεταξύ των διανυσμάτων
i) 
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                 ii)  
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β) Να βρείτε το μέτρο του αθροίσματος  
[image: image163.wmf]BO+GO
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