ΠΑΡΑΒΟΛΗ  (§3.2)
	Ορισμός
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Παραβολή  είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου 

που ισαπέχουν από ένα σταθερό σημείο και μία σταθερή ευθεία.

Το σταθερό σημείο Ε λέγεται εστία της παραβολής 

Η σταθερή ευθεία δ λέγεται διευθετούσα της παραβολής
Δηλαδή:   Ένα σημείο Μ είναι σημείο της παραβολής με εστία Ε και διευθετούσα  δ αν ισχύει  

                                           d(M,δ)=ΜΕ

Συμπληρωματικές έννοιες 
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Αν Α η προβολή της εστίας Ε στην διευθετούσα δ, τότε το μέσο Ο   του ΕΑ ανήκει στην παραβολή και λέγεται κορυφή της παραβολής
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 Η ευθεία  ΟΕ λέγεται άξονας της παραβολής
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	Μηχανική κατασκευή τόξου παραβολής
Παίρνουμε γνώμονα ΑΒΓ και νήμα μήκους ίσο με την πλευρά ΑΓ
Προσδένουμε το ένα άκρο του νήματος στο σημείο Γ και το άλλο άκρο στην εστία Ε.
Ολισθαίνουμε την πλευρά ΑΒ στην διευθετούσα και κρατάμε το νήμα τεντωμένο  ώστε  το μολύβι να βρίσκεται διαρκώς πάνω στην πλευρά ΑΓ.
Γράφουμε έτσι ένα τόξο παραβολής
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	Πώς βρίσκουμε σημεία παραβολής με εστία Ε και διευθετούσα δ

Παίρνουμε ένα σημείο Π  της ημιευθείας ΟΕ , 

όπου Ο το μέσο της ΕΑ ( Α η προβολή του Ε στην δ)
Γράφουμε κύκλο με κέντρο Ε και ακτίνα ΑΠ
Φέρουμε την κάθετη στην ΑΕ  στο σημείο Π , η οποία τέμνει τον κύκλο στο Μ

Τότε το Μ είναι σημείο της παραβολής 

Απόδειξη:  Αν Ρ η προβολή του Μ στην διευθετούσα  θα έχουμε:

ΜΡ = ΑΠ = ΜΕ      δηλ.   d (M , δ) = ΜΕ   

Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε και άλλα σημεία της παραβολής
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Εξίσωση παραβολής
	1. Στο σύστημα συντεταγμένων Οxy που έχει
    αρχή Ο την κορυφή της παραβολής  και 

    άξονα χ΄χ την κάθετη από την εστία Ε στην διευθετούσα δ 

θέτουμε:    
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 την τετμημένη του Ε  και  x=-
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2

 την εξίσωση της  δ  
    Tότε
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  Η εξίσωση της παραβολής 

     με εστία Ε(
[image: image11.wmf]p

2

,0) και διευθετούσα δ: x=-
[image: image12.wmf]p
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 είναι                                y2=2px
Ιδιότητες

Η παραβολή  y2=2px  
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 έχει κορυφή την αρχή των αξόνων και άξονα συμμετρίας τον  χ΄χ
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 βρίσκεται:   δεξιά του y΄y αν p>0 ,  αριστερά του y΄y αν p<0
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	2. Στο σύστημα συντεταγμένων Οxy που έχει
    αρχή Ο την κορυφή της παραβολής  και 

    άξονα y΄y την κάθετη από την εστία Ε στην διευθετούσα δ 

θέτουμε:    
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 την τεταγμένη του Ε  και  y=-
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 την εξίσωση της  δ  
Tότε
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   Η εξίσωση της παραβολής 

      με εστία Ε(0,
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) και διευθετούσα δ: y=-
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 είναι                                x2=2py
Ιδιότητες
Η παραβολή  x2=2py  
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 έχει κορυφή την αρχή των αξόνων και άξονα συμμετρίας τον  y΄y
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 βρίσκεται: πάνω από τον χ΄χ αν p>0 , κάτω από τον  χ΄χ αν p<0
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Το p λέγεται παράμετρος της παραβολής      ( p>0  ή  p<0) 
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Η απόσταση εστίας – διευθετούσας ισούται με |p|


Παρατήρηση:  Η παραβολή   x2=2py  λυμένη ως προς  y γίνεται  y=
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x2  
δηλαδή είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f(x)= 
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x2             ( Η γνωστή παραβολή  y = αx2)
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Άσκηση 1   Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής που έχει κορυφή 

την αρχή των αξόνων και άξονα συμμετρίας τον χ΄χ  όταν: 
α) Έχει εστία το σημείο Ε(2,0)

β) Έχει διευθετούσα την ευθεία x=3.

γ)  Διέρχεται από το σημείο Α(9,6)

Άσκηση 2   Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής που έχει κορυφή 

την αρχή των αξόνων και άξονα συμμετρίας τον y΄y  όταν: 

α) Έχει εστία το σημείο Ε(0,-4)

β) Έχει διευθετούσα την ευθεία y=2.

γ)  Διέρχεται από το σημείο Α(4,2)

Άσκηση 3   Να  βρείτε την εστία και την διευθετούσα των παραβολών:
α)  y2=6x         β)  y2=-4x        γ)  y2=8αx    δ)  y2=
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x    ε)  x2 =5y        στ)  x2 =-y   
Άσκηση 4  Να βρεθεί το σημείο της παραβολής y2=4x που απέχει από την εστία της απόσταση ίση με 2
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Άσκηση 5   α) Δείξτε ότι οι εξισώσεις x=
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t2  και y=pt , t
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μπορούν να θεωρηθούν παραμετρικές εξισώσεις της παραβολής  y2=2px
β)Nα βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(x,y)  για τα οποία είναι 
x=3t2  και y=-6t ,  t
[image: image33.wmf]Î
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Εφαπτομένη παραβολής
	Πώς ορίζεται η εφαπτομένη σε σημείο παραβολής
Έστω η παραβολή C : y2=2px , και ένα σημείο της  Μ1(x1,y1)

Θεωρούμε ένα σημείο Μ(x,y) της παραβολής  και φέρουμε την τέμνουσα ευθεία Μ1Μ

Υποθέτουμε τώρα ότι το σημείο Μ κινείται πάνω στην παραβολή προς το σημείο Μ. Τότε η τέμνουσα Μ1Μ παίρνει διαφορετικές θέσεις διερχόμενη από το Μ1 

Στην οριακή όμως θέση που το Μ τείνει να συμπέσει με το Μ​1, το μοναδικό κοινό σημείο της τέμνουσας  με την παραβολή είναι το Μ1
Η οριακή θέση της τέμνουσας Μ1Μ καθώς το Μ τείνει να συμπέσει με το Μ​1 λέγεται εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο Μ1 

Η εφαπτομένη ε στο σημείο Μ1(x1,y1) της παραβολής: 
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  y2=2px      έχει εξίσωση         yy1=p(x+x1)
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  x2=2py      έχει εξίσωση         xx1=p(y+y1)
	[image: image36.emf]
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Άσκηση 6  Δίνεται η ευθεία   ε: y=λx+κ και η παραβολή  C: y2=2px
Nα δείξετε ότι η ευθεία ε είναι εφαπτομένη της παραβολής όταν p=2κλ
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Άσκηση 7  Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής:
α)  y=4x2  στο σημείο Α(1,4)

β)  y2=4x που είναι παράλληλη στην ευθεία  y=x+3

γ)  y2=6x που είναι κάθετη στην ευθεία  y=
[image: image38.wmf]1

3

-

x+2
δ)  y2=16x που διέρχεται από το σημείο Α(-1,-3)

ε)   y2=4αx, α
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, που σχηματίζει γωνία 135ο με τον χ΄χ 
στ) y2=8x που η απόστασή της από την εστία είναι 4 μον.
	Ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής
Έστω η παραβολή C , με κορυφή Ο , εστία Ε  και η εφαπτομένη  ε  στο σημείο Μ1 αυτής.
Τότε ισχύει ότι:

Η κάθετη ευθεία η στην εφαπτομένη ε στο σημείο επαφής  Μ1 διχοτομεί την γωνία ΕΜ1t , 
όπου Μ1t  ημιευθεία ομόρροπη της ΟΕ
	[image: image40.emf]
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Άσκηση 8  Δίνεται η παραβολή y2=2px και η χορδή ΑΒ με Α(x1,y1) 
και Β(x2,y2) , που διέρχεται από την εστία Ε. Nα δειχθεί:  α)  y1y2 =-p2   
β) οι εφαπτόμενες στα σημεία Α και Β είναι κάθετες 
και τέμνονται πάνω στην διευθετούσα δ
Άσκηση 9  Να βρεθεί ο γεωμερικός τόπος των σημείων του επιπέδου , 
από τα οποία οι εφαπτόμενες της παραβολής y2 = 2px είναι κάθετες    
Άσκηση 10  Δίνεται οι παραβολές  C1: y2=2px      C2: x2=2py
α) Να δείξετε ότι οι  C1 και  C2 τέμνονται στα σημεία Ο(0,0)  και  Α(2p,2p)

β) Αν οι εφαπτόμενες των  C1 και  C2 στο Α τέμνουν τις  C2 και  C1 στα σημεία Β και Γ αντιστοίχως, να δείξετε ότι η ΒΓ είναι κοινή εφαπτομένη εφαπτομένη των C1 και C2
Άσκηση 11  Δίνεται η παραβολή C : y2=2px και ε τυχαία εφαπτομένη της. Η κάθετη από την κορυφή Ο προς την ε, τέμνει την ε στο Α και την παραβολή στο Β. Να δειχθεί ότι ΟΑ
[image: image41.wmf]×

ΟΒ=p2 
Άσκηση 12  Έστω η παραβολή y2=2px και η εφαπτομένη της σε ένα σημείο της Μ1(x1,y1) , η οποία τέμνει την διευθετούσα της παραβολής στο σημείο Μ2. Να δειχθεί ότι 
[image: image42.wmf]$
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► Εξίσωση παραβολής


Για να γράψουμε την εξίσωση μιας παραβολής πρέπει να γνωρίζουμε τον άξονα συμμετρίας της και την παράμετρο p


Η παράμετρος p βρίσκεται:


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν  είναι γνωστή η εστία 


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν  είναι γνωστή η διευθετούσα


� EMBED Equation.DSMT4  ���  Από τις δοσμένες συνθήκες 








► Παραμετρικές εξισώσεις   παραβολής





►Ευθεία εφαπτομένη σε παραβολή 


                      (Συνθήκη)


Για να εφάπτεται η ευθεία ε στην παραβολή C πρέπει το σύστημα των εξισώσεών τους να έχει μία λύση








Εφαπτομένη παραβολής


Για να γράψουμε την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής C


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν γνωρίζουμε το σημείο επαφής A(x1,y1) , η εξίσωση προκύπτει άμεσα  από τoυς τύπους  


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν δεν γνωρίζουμε το σημείο επαφής τότε το ονομάζουμε έστω Α(x1,y1) , γράφουμε την εφαπτομένη στο Α  και έχουμε 


i)  Οι συντεταγμένες του Α επαληθεύουν την εξίσωση της παραβολής


ii) H εφαπτομένη ικανοποιεί την συνθήκη του ζητήματος








► Θεωρητικές ασκήσεις


Ακολουθούμε μία  κατασκευαστική- συνθετική πορεία. 


Είναι χρήσιμο να εκφράζουμε τις  συντεταγμένες  του τυχαίου σημείου Μ(x,y) της παραβολής y2=2px με έναν άγνωστο.  π.χ.  Μ(� EMBED Equation.DSMT4  ���,y)  
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