ΘΕΜΑΤΑ ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΏΝ - ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ
1. Θεωρούμε έναν πληθυσμό από 1999 μυρμήγκια. Κάθε μυρμήγκι χαρακτηρίζεται από έναν αριθμό ν=1,2,3,....,1999 και κινείται επάνω στο καρτεσιανό επίπεδο Οxy διαγράφοντας μια τροχιά με εξίσωση 
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.   Να δείξετε ότι:

    α)  η τροχιά κάθε μυρμηγκιού είναι κύκλος και να βρεθούν οι συντεταγμένες του κέντρου του

    β)  κατά την κίνησή τους όλα τα μυρμήγκια διέρχονται από ένα σταθερό  σημείο Α (που είναι η φωλιά τους). Ποιες είναι οι  συντεταγμένες του σημείου Α;

    γ)  οι τροχιές όλων των μυρμηγκιών εφάπτονται της ευθείας x+y-1=0 στο σημείο A                              (1999)
2.  α.  Δίνεται η εξίσωση (x-1)(x-3) + (y-3)(y-5) = 0. Να αποδείξετε ότι  η εξίσωση αυτή παριστάνει κύκλο και  να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του.

β.  Σε τοπογραφικό σχεδιάγραμμα, με καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Oxy τα σημεία Α(1,3), Β(3,3), Γ(3,5) και Δ(1,5) παριστάνουν τις θέσεις τεσσάρων δήμων. Να αποδείξετε ότι μπορεί να χαραχθεί περιφερειακός κυκλικός δρόμος που να διέρχεται από τους τέσσερις δήμους.

γ.  Αν θεωρήσουμε ότι στο ίδιο σύστημα αξόνων του ερωτήματος β, οι συντεταγμένες ενός αυτοκινήτου Κ για κάθε χρονική στιγμή t (t > 0) είναι ( t, t + 2), να βρείτε αν η γραμμή, στην οποία κινείται το αυτοκίνητο Κ, συναντά τον κυκλικό περιφερειακό δρόμο και αν ναι, σε ποια σημεία;                                           (2000ε)

3. Α. Δίνεται η εξίσωση x2 + y2 + 6μx + 8λy = 0, όπου μ, λ πραγματικοί αριθμοί διάφοροι του μηδενός. Να δείξετε ότι, για κάθε τιμή των μ, λ, η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύκλο που διέρχεται από την αρχή των αξόνων Ο.

    Β.
Έστω ότι για τους πραγματικούς αριθμούς μ, λ ισχύει η σχέση  3μ + 2λ = 0.

  α)
Να δείξετε ότι, όλοι οι κύκλοι που ορίζονται από την εξίσωση x2 + y2 + 6μx + 8λy = 0 για τις διάφορες τιμές των μ και λ, έχουν τα κέντρα τους σε ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

  β)
Να βρείτε τα μ, λ έτσι, ώστε, αν Α, Β είναι τα σημεία τομής του αντίστοιχου κύκλου με την ευθεία          x + y + 2 = 0, να ισχύει 
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  γ)
Για τις τιμές των μ, λ που βρήκατε στο ερώτημα β) να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΟΒ.         (2001)

4.  Δίνεται η εξίσωση x2 - y2 + 6x + 9 = 0.

       α.
  Να δείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει 2 ευθείες  ε1 και ε2.

       β.
  Να δείξετε ότι οι ευθείες ε1 και ε2 είναι κάθετες. 

       γ.
  Να βρείτε ένα σημείο Μ(κ,λ) με κ(0 και λ(0 τέτοιο ώστε το διάνυσμα 
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 = (3,κ) να είναι παράλληλο  προς τη μία από  τις δύο ευθείες ε1 και ε2 και το διάνυσμα 
[image: image4.wmf]b

v

 = (-16, 4λ)να είναι παράλληλο προς την άλλη ευθεία. 

      δ.
 Να γράψετε την εξίσωση της παραβολής που έχει κορυφή την αρχή των αξόνων Ο, άξονα συμμετρίας τον άξονα x΄x και διέρχεται από το σημείο Μ.                                                                                (2001)

5.  Η παραβολή με εξίσωση y2=αx διέρχεται από το σημείο Α(2,4), όπου α
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      α.
 Να αποδείξετε ότι η εστία της παραβολής είναι το σημείο Ε(2,0).

      β.
΄Εστω Ε΄ το συμμετρικό της εστίας Ε ως προς τον άξονα y΄y. Αν Μ(x,y) είναι ένα οποιοδήποτε σημείο για το οποίο ισχύει 
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 να αποδείξετε ότι το σημείο Μ(x,y) ανήκει στον κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων Ο (0,0) και ακτίνα 2.

     γ.
Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του παραπάνω κύκλου που διέρχονται από το σημείο Α.            











      (2001ε)

6.  Δίνεται η εξίσωση x2 + y2 –2xσυνθ–2yημθ –1=0, 0≤θ(2π.  

     Α.
Να αποδείξετε ότι για κάθε θ η εξίσωση αυτή παριστάνει κύκλο, του οποίου να προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα. 

     Β.
Αν 
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,  να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου στο σημείο Μ(1,2).

     Γ.
Να αποδείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του θ τα κέντρα των παραπάνω κύκλων βρίσκονται σε κύκλο με κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ρ = 1.   
                                                                                                        (2002)

7.  Δίνεται η παραβολή y2 = 4x. Να βρείτε:

       Α.
  την εστία και τη διευθετούσα της παραβολής 

       Β.
  τις ευθείες που διέρχονται από την εστία της παραβολής και απέχουν από την αρχή των αξόνων απόσταση ίση με 
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       Γ.
την εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής που είναι παράλληλη στην ευθεία y=x–1.            (2002)
8.  Δίνονται τα σημεία του επιπέδου  Α(1,1)  και  Β(5,3).

     α.
Να αποδείξετε ότι ο συντελεστής διεύθυνσης του διανύσματος 
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 είναι ίσος με  
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     β.
Να αποδείξετε ότι η μεσοκάθετος του ευθυγράμμου τμήματος  ΑΒ  είναι η ευθεία  ε:   y = ( 2x+8.
     γ.
΄Εστω  Μ  το μέσο του τμήματος  ΑΒ  και  Γ , Δ  τα σημεία τομής του άξονα x΄x με την ευθεία ΑΒ και την μεσοκάθετο ε αντίστοιχα. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που διέρχεται από τα σημεία  Μ , Γ  και  Δ.










      (2002ε)
9.  Δίνεται η εξίσωση  x2 + y2(4x + 2y + 3 = 0 και το σημείο Μ(2,1).

    α.
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση αυτή παριστάνει κύκλο με κέντρο το σημείο Κ(2, –1) και ακτίνα ρ =
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    β.
Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου που διέρχονται από το σημείο Μ(2,1).

    γ.
Αν Α, Β είναι τα σημεία επαφής των παραπάνω εφαπτομένων με τον κύκλο, να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου ΜΑΒ.   








         (2003ε)
10.  Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση x2+ y2= 9.

       α.  Αν το σημείο Ρ(x0,y0) ανήκει στον παραπάνω κύκλο, να δείξετε ότι το σημείο  Μ(
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) ανήκει σε έλλειψη της   οποίας να υπολογίσετε την εκκεντρότητα.

       β.  Να βρείτε την εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής η οποία έχει ίδιες εστίες με την παραπάνω  έλλειψη.

       γ.  Να βρείτε τις εξισώσεις των ασυμπτώτων της υπερβολής του ερωτήματος β. καθώς και τη γωνία που  σχηματίζουν οι ασύμπτωτες.







         (2004ε)
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