ΥΠΕΡΒΟΛΗ  (§ 3.4)
	Ορισμός
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Υπερβολή είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου των 
οποίων οι αποστάσεις από δύο σταθερά σημεία  έχουν απολύτως σταθερή διαφορά.
Τα σταθερά σημεία Ε΄ και Ε  λέγονται εστίες της υπερβολής
Η απόσταση των εστιών Ε΄ και Ε  λέγεται εστιακή απόσταση  και συμβολίζεται 2γ .      Ε΄Ε = 2γ 
Η σταθερή διαφορά συμβολίζεται 2α

Δηλαδή:  
 Ένα σημείο Μ είναι σημείο της υπερβολής με εστίες Ε΄ και Ε  και σταθερή διαφορά  2α όταν  

                                           |(ΜΕ΄) - (ΜΕ)|=2α

Συμπληρωματικές ιδιότητες 
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 Ισχύει  α<γ   
(Αφού για κάθε σημείο Μ της υπερβολής ισχύει  | (ΜΕ΄) - (ΜΕ)|  <  (Ε΄Ε) 
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2α < 2γ )
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 Η ευθεία Ε΄Ε λέγεται κύριος άξονας της υπερβολής
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	Μηχανική κατασκευή υπερβολής
Παίρνουμε ένα χάρακα μήκους  μ  και νήμα μήκους  μ-2α

Προσδένουμε το ένα άκρο του νήματος στην εστία Ε και το άλλο στην μία άκρη  Α του χάρακα

Την άλλη άκρη του χάρακα την στερεώνουμε στην άλλη εστία Ε΄

Κρατώντας το νήμα  τεντωμένο με ένα  μολύβι Μ κατά μήκος του χάρακα, τότε αυτό κατά την κίνησή του διαγράφει τόξο υπερβολής.
(Αφού για κάθε θέση του Μ είναι 
|ΜΕ΄ - ΜΕ| = |(ΜΕ΄ + ΜΑ) - (ΜΕ + ΜΑ)| = |μ - (μ - 2α)| = 2α )
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	Πώς βρίσκουμε σημεία υπερβολής με εστίες  Ε  και  Ε΄  και σταθερή διαφορά 2α

Παίρνουμε τμήμα μήκους ΚΛ=2α  και ένα τυχαίο σημείο Σ της ευθείας ΚΛ , έξω από το τμήμα ΚΛ.  
Γράφουμε τους κύκλους με κέντρα Ε΄ και Ε και ακτίνες ΚΣ και ΛΣ αντιστοίχως  που τέμνονται στα σημεία Μ και Ν

Τότε τα σημεία Μ και Ν είναι σημεία της υπερβολής
Απόδειξη

|(ΜΕ΄) - (ΜΕ)| = |(ΚΣ) - (ΛΣ)| = 2α  και  |(ΝΕ΄) - (ΝΕ)| = |(ΚΣ) - (ΛΣ)| = 2α  
Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε και άλλα σημεία της υπερβολής
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Εξίσωση υπερβολής
	1. Στο σύστημα συντεταγμένων Οxy που έχει

    άξονα χ΄χ την ευθεία  Ε΄Ε και άξονα y΄y την μεσοκάθετη του  Ε΄Ε

θέτουμε:    β=
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                                                                Tότε:
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  Η εξίσωση της υπερβολής
     με εστίες  Ε΄(-γ,0) και Ε(γ,0) και σταθερή διαφορά 2α  είναι                                  
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          ( ή     β2x2  - α2y2=α2β2   )

Ιδιότητες  της υπερβολής   C : 
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Τέμνει τον χ΄χ στα σημεία Α΄(-α,0) και Α(α,0).  Είναι (Α΄Α)=2α
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Δεν τέμνει τον y΄y 

[image: image15.wmf]a

Για κάθε σημείο Μ(x,y) της υπερβολής  C  ισχύει

      (x
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-α   και  y
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Η υπερβολή βρίσκεται έξω από την «ταινία» που  ορίζουν οι                         ευθείες  x=-α  ,  x=α        
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Αν  α=β  η  C  γράφεται  x2-y2=α2  ( Iσοσκελής υπερβολή)
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Ε΄Ε=2γ     ,    |ΜΕ΄- ΜΕ|=2α
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	2. Στο σύστημα συντεταγμένων Οxy που έχει

    άξονα y΄y την ευθεία  Ε΄Ε και άξονα χ΄χ την μεσοκάθετη του  Ε΄Ε

θέτουμε:    β=
[image: image24.wmf]22
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                                                                Tότε:
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  Η εξίσωση της υπερβολής
     με εστίες  Ε΄(0,-γ) και Ε(0,γ) και σταθερή διαφορά 2α  είναι                                     
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Ιδιότητες   της υπερβολής   C :  
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Τέμνει τον y΄y στα σημεία Α΄(0,-α) και Α(0,α).  Είναι (Α΄Α)=2α
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Δεν τέμνει τον χ΄χ 
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Για κάθε σημείο Μ(x,y) της υπερβολής  C ισχύει

      (y
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-α   και  x
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Η υπερβολή βρίσκεται έξω από την «ταινία» που  ορίζουν οι                         ευθείες  y=-α  ,  y=α        
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Αν  α=β  η  C  γράφεται  y2-x2=α2  ( Iσοσκελής υπερβολή)
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Ε΄Ε=2γ     ,    |ΜΕ΄- ΜΕ|=2α
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	Κοινές ιδιότητες 
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Οι εστίες Ε΄, Ε της υπερβολής είναι πάντα στην ευθεία Α΄Α 
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Η υπερβολή έχει άξονες συμμετρίας τους χ΄χ και y΄y  και κέντρο συμμετρίας την αρχή Ο(0,0) των αξόνων
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Το Ο λέγεται κέντρο της υπερβολής και τα  Α΄ , Α λέγονται κορυφές της υπερβολής 
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Η υπερβολή αποτελείται από δύο χωριστούς κλάδους 


Άσκηση 1(Απόδειξη ιδιοτήτων)   Έστω οι υπερβολές  C1 : 
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α) Να βρεθούν τα σημεία τομής των υπερβολών  με τους άξονες

β) Να  δείξετε οι χ΄χ και y΄y είναι άξονες συμμετρίας και το Ο κέντρο συμμετρίας των υπερβολών
γ) Να  δείξετε ότι:  i)   x
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-α  ή  x 
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α  για  κάθε σημείο Μ(x,y) της C1  

                                             ii)  y
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-α  ή  y 
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α  για  κάθε σημείο Μ(x,y) της C2   
Ασύμπτωτες υπερβολής

	Ασύμπτωτη μιας καμπύλης C 
λέγεται η ευθεία εκείνη που έχει την ιδιότητα:

«Όταν η τετμημένη κάποιου σημείου Μ(x,y) της C αυξάνεται 

(ή μειώνεται) απεριόριστα δηλ. x
[image: image49.wmf]®+¥
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) , η απόσταση του σημείου αυτού από την ευθεία τείνει προς το 0» 
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 Η υπερβολή   
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έχει ασύμπτωτες τις ευθείες:    y=
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 Η υπερβολή   
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έχει ασύμπτωτες τις ευθείες:     y=
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Πρακτικός κανόνας εύρεσης ασυμπτώτων:
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 Παραγοντοποιούμε το α΄ μέλος της εξίσωσης της υπερβολής 
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 Εξισώνουμε κάθε παράγοντα με το 0
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 Λύνουμε ως προς y και έχουμε τις ασύμπτωτες
Το ορθογώνιο βάσης της υπερβολής  
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Οι ασύμπτωτες της υπερβολής είναι οι διαγώνιοι του ορθογωνίου ΚΛΜΝ  με κορυφές τα σημεία Κ(α,β) , Λ(α,-β) , Μ(-α,-β) , Ν(-α,β) 

Το ορθογώνιο ΚΛΜΝ μπορεί να θεωρηθεί ως  βάση  για την σχεδίαση μιας υπερβολής
Προσοχή!!!  Στην υπερβολή είναι:  α>β  ή  α<β   ή  α=β
Συζυγείς υπερβολές   ( ΕΚΤΟΣ ΥΛΗΣ)

Λέγονται οι υπερβολές    C: 
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Ιδιότητες των συζυγών υπερβολών: 
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 Έχουν τις ίδιες ασυμπτώτους  y=
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 Έχουν το ίδιο ορθογώνιο βάσης 
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 Έχουν την ίδια εστιακή απόσταση

[image: image70.wmf]·

 Έχουν  διαφορετική εκκεντρότητα ( 
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Εκκεντρότητα υπερβολής
	Ορισμός:  Εκκεντρότητα ε της υπερβολής  
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λέγεται ο λόγος:    ε = 
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 Είναι   ε > 1   ( αφού  γ > α )                                        δηλαδή:                     η εκκεντρότητα της υπερβολής είναι μεγαλύτερη της μονάδος


[image: image80.wmf]a

 Είναι  
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                                                      δηλαδή:                          
ο λόγος των διαστάσεων του ορθογωνίου βάσης της υπερβολής  είναι συνάρτηση της εκκεντρότητας

Απόδειξη
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 Η σημασία της εκκεντρότητας στην υπερβολή:
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Όταν ε
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 τότε 
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(που σημαίνει «ψηλό» ορθογώνιο βάσης) 
οπότε οι κλάδοι της υπερβολής τείνουν να γίνουν δύο  παράλληλα ευθύγραμμα τμήματα
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Όταν ε
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(που σημαίνει «επίμηκες» ορθογώνιο βάσης)
οπότε οι κλάδοι της υπερβολής  γίνονται ολοένα και πιο κλειστοί 
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Άσκηση 2  Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής όταν             
α)   Έχει εστία Ε΄(-5,0) και μία κορυφή είναι το σημείο Α(4,0)
β)   Έχει εστία Ε(0,13) και εκκεντρότητα  
[image: image92.wmf]13
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γ)    Έχει εστία Ε(0,5) και διέρχεται από το σημείο Μ(3,4
[image: image93.wmf]2
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δ)   Διέρχεται από τα σημεία Μ(
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,1) και Ν(-2,
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)  
ε)   Έχει κορυφή Α(0,3) και διέρχεται από το σημείο Ρ(2,3
[image: image96.wmf]2
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στ) Έχει ασυμπτώτους τις ευθείες  y=
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,3) 
ζ)   Έχει κύριο άξονα τον χ΄χ , εστιακή απόσταση 4
[image: image100.wmf]13

  και ασυμπτώτους τις ευθείες y=
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η)   Έχει εκκεντρότητα 
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 και κοινές εστίες με την έλλειψη 
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θ)   Είναι ισοσκελής και έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη  2x2+3y2=5
Άσκηση 3  Να βρείτε τις εστίες, τις κορυφές ,την εκκεντρότητα και τις ασύμπτωτες των υπερβολών:

[image: image137.wmf]22
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α)  16x2 – 25y2=400     β) y2 – 4x2=4    γ) 169x2-25y2=4225      
Άσκηση 4  Δίνεται η γραμμή C με εξίσωση 
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i)  Nα βρείτε για ποιες τιμές του λ η εξίσωση παριστάνει υπερβολή
ii) Για τις τιμές που βρήκατε ποιες είναι οι εστίες και ο άξονας της  υπερβολής; 
Άσκηση 5  Έστω η υπερβολή 
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 με εκκεντρότητα ε=2. Να βρεθεί η γωνία των ασυμπτώτων της 
Άσκηση 6  Να βρεθούν τα σημεία της υπερβολής x2-y2=3, που έχουν ελάχιστη απόσταση από το σημείο Κ(0,2)

Άσκηση 7  Δίνεται η ισοσκελής υπερβολή  x2- y2=α2
Να βρείτε τις εστίες , τις κορυφές , την εκκεντρότητα , τις ασύμπτωτες  και το είδος του ορθογωνίου βάσης
Εφαπτομένη υπερβολής
	[image: image107.emf]
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	(Με τον ίδιο τρόπο που ορίστηκε και στην παραβολή)

Η εφαπτομένη ε της υπερβολής στο σημείο της Μ1  ορίζεται ως:
η οριακή θέση της τέμνουσας Μ1Μ καθώς το σημείο Μ κινείται στην υπερβολή και  τείνει να συμπέσει με το Μ​1

	Η εφαπτομένη ε στο σημείο Μ1(x1,y1) της υπερβολής:
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     έχει εξίσωση        
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β2x2-α2y2=α2β2               ››                       β2xx1-α2yy1=α2β2   
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 β2y2 - α2x2=α2β2               ››                     β2yy1  - α2xx1 =α2β2   
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Άσκηση 8  
Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων της υπερβολής:  
α)  x2 -4y2=5  στο σημείο της Μ(3,-1)

β)  9x2 –y2=32 που είναι παράλληλες στην ευθεία 9x+y+9=0

γ)  x2 –y2 =1  που είναι κάθετες στην ευθεία y=
[image: image117.wmf]1
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δ)  x2 –y2 =16  που διέρχονται από το σημείο Μ(-1,-7) 
[image: image139.wmf]·

Άσκηση 9  Δίνεται η υπερβολή 
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. Να δείξετε ότι η ευθεία    
που διέρχεται από το σημείο Ρ(-1,2) και είναι παράλληλη στην ευθεία
 ε:  2x-y+7=0 , είναι εφαπτομένη της υπερβολής  
Άσκηση 10  Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη 
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και εφάπτεται στην ευθεία ε: y=x+1  
Άσκηση 11  Να δείξετε ότι οι εξισώσεις  x=
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image123.wmf]3
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μπορούν να θεωρηθούν παραμετρικές για την υπερβολή 
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Άσκηση 12 Να δείξετε ότι το σημείο Μ
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image128.wmf]±
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Άσκηση 13  Nα δείξετε ότι το σημείο τομής των ευθειών 
ε1: αy=β(x-λα)    και   ε2: λαy= β(α-λx) ανήκει για κάθε  λ
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	Ανακλαστική ιδιότητα της υπερβολής
Έστω η υπερβολή C  και η εφαπτομένη ε στο σημείο της Μ 

Τότε ισχύει ότι:

Η εφαπτομένη ε στο σημείο Μ διχοτομεί την γωνία Ε΄ΜΕ, 
όπου  Ε΄, Ε οι εστίες της υπερβολής
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Άσκηση 14  Να δειχθεί η ανακλαστική ιδιότητα της υπερβολής
Άσκηση 15  Αν Ε1 είναι η προβολή της εστίας Ε της υπερβολής   
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πάνω στην ασύμπτωτη  y=
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 να δείξετε ότι:  α) (ΟΕ1)=α   β) (ΕΕ1)=β  
Άσκηση 16  Δίνονται οι  ημιευθίες δ1 : y=2x  και  δ2 : y=-2x ,  x
[image: image134.wmf](0,)
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 και μία ευθεία ε η οποία τις τέμνει στα σημεία Μ1 και Μ2 αντιστοίχως
i) Να βρείτε τις συντεταγμένες των Μ1 , Μ2 συναρτήσει των συντεταγμένων του μέσου Μ του τμήματος  Μ1Μ2  
ii)Nα δείξετε ότι όταν η ευθεία  ε κινείται, έτσι ώστε το τρίγωνο ΟΜ1Μ2  να έχει σταθερό εμβαδό ίσο με 2, τότε το Μ κινείται στον ένα κλάδο μιας υπερβολής   
Άσκηση 17  Από ένα σημείο Μ1(x1,y1) της υπερβολής  φέρνουμε παράλληλες προς τις ασυμπτώτους. Να δείξετε ότι το εμβαδό του σχηματιζομένου παραλληλογράμμου είναι σταθερό     

Άσκηση 18  Η εφαπτομένη της υπερβολής  
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 στο σημείο αυτής  Μ(x1,y1) τέμνει τις ασύμπτωτες στα σημεία Κ , Λ. Να δειχθεί  ότι το Μ είναι το μέσο του ΚΛ και ότι το τρίγωνο ΟΚΛ έχει σταθερό εμβαδό 
► Εξίσωση υπερβολής


Για να γράψουμε την εξίσωση μιας υπερβολής πρέπει να γνωρίζουμε ή να βρούμε:  


� EMBED Equation.DSMT4  ��� τις παραμέτρους α και β ,   (β=� EMBED Equation.DSMT4  ���)


� EMBED Equation.DSMT4  ��� τον άξονα (χ΄χ ή y΄y) που βρίσκονται οι εστίες


Η θέση του α2 στην υπερβολή  εξαρτάται από τον άξονα  (χ΄χ ή y΄y) που βρίσκονται οι εστίες (ή οι κορυφές της)








Στην εξίσωση υπερβολής, το κλάσμα με το θετικό πρόσημο μας «δείχνει»  και τον άξονα  (χ΄χ  ή  y΄y) , πάνω στον οποίο  βρίσκονται οι εστίες και οι κορυφές της








►  Εφαπτομένη υπερβολής C


Για να γράψουμε την εξίσωση της εφαπτομένης της  C:


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν γνωρίζουμε το σημείο επαφής A(x1,y1) , η εξίσωση προκύπτει  άμεσα  από τoυς τύπους  


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Αν δεν γνωρίζουμε το σημείο επαφής τότε το ονομάζου- με έστω Α(x1,y1), γράφουμε την εφαπτομένη στο Α  οπότε:


i)  Οι συντεταγμένες του Α επαληθεύουν την εξίσωση της υπερβολής


ii) H εφαπτομένη ικανοποιεί την συνθήκη του ζητήματος








► Γεωμετρικοί τόποι


Ο γεωμ. τόπος ενός σημείου Μ(x,y) μπορεί να βρεθεί:


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Με απαλοιφή της παραμέτρου     


� EMBED Equation.DSMT4  ��� Με την ιδιότητα που έχουν οι συντεταγμένες του Μ      











►Ευθεία εφαπτομένη σε υπερβολή


                      (Συνθήκη)


Για να εφάπτεται η ευθεία ε στην υπερβολή  C πρέπει το σύστημα των εξισώσεών τους να έχει μία  διπλή λύση











► Θεωρητικές ασκήσεις


Ακολουθούμε μία  κατασκευαστι- κή - συνθετική πορεία. 











[image: image142.wmf]·

_1297769079.unknown

_1297925860.unknown

_1297935767.unknown

_1297938471.unknown

_1297945936.unknown

_1297953883.unknown

_1297953888.unknown

_1297947321.unknown

_1297947984.unknown

_1297946645.unknown

_1297944480.unknown

_1297944616.unknown

_1297944818.unknown

_1297945031.unknown

_1297945293.unknown

_1297945015.unknown

_1297944533.unknown

_1297944516.unknown

_1297941156.unknown

_1297944412.unknown

_1297939867.unknown

_1297936467.unknown

_1297936708.unknown

_1297936775.unknown

_1297937635.unknown

_1297936481.unknown

_1297936076.unknown

_1297936413.unknown

_1297936052.unknown

_1297935869.unknown

_1297935978.unknown

_1297928377.unknown

_1297928781.unknown

_1297928794.unknown

_1297928688.unknown

_1297925953.unknown

_1297926272.unknown

_1297925886.unknown

_1297777395.unknown

_1297924691.unknown

_1297925597.unknown

_1297925645.unknown

_1297925039.unknown

_1297925407.unknown

_1297806900.unknown

_1297807133.unknown

_1297807142.unknown

_1297806913.unknown

_1297777424.unknown

_1297776995.unknown

_1297777077.unknown

_1297769124.unknown

_1297676621.unknown

_1297699361.unknown

_1297768854.unknown

_1297699300.unknown

_1297699352.unknown

_1297676723.unknown

_1297676794.unknown

_1296070035.unknown

_1297676455.unknown

_1297676484.unknown

_1296658943.unknown

_1296660389.unknown

_1297676323.unknown

_1296768989.unknown

_1296801752.unknown

_1296716810.unknown

_1296660061.unknown

_1296660080.unknown

_1296659250.unknown

_1296658573.unknown

_1295467839.unknown

_1295509697.unknown

_1295543567.unknown

_1295636997.unknown

_1295543536.unknown

_1295509148.unknown

_1295467705.unknown

_1293981429.unknown

