Ο κύκλος των εννέα σημείων (Euler)
(Να αποδείξετε ότι)
	Τα μέσα των πλευρών τριγώνου, τα ίχνη των υψών του και τα μέσα των αποστάσεων του ορθόκεντρου από τις κορυφές του, βρίσκονται στον ίδιο κύκλο. 
Ο κύκλος αυτός έχει κέντρο το μέσο του τμήματος με άκρα το ορθόκεντρο και το περίκεντρο.

Η ακτίνα του κύκλου αυτού ισούται με το μισό της ακτίνας του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου. 
(κύκλος του Euler ή κύκλος των εννέα σημείων)
Δηλαδή:

Αν Δ, Ε, Ζ τα μέσα των πλευρών ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ του τριγώνου ΑΒΓ και ΑΘ, ΒΙ, ΓΚ τα ύψη και Λ, Μ, Ν τα μέσα των ΗΑ, ΗΒ, ΗΓ, όπου Η το ορθόκεντρο, τότε:

i) τα σημεία Ζ, Κ, Μ, Θ, Δ, Ν, Ε, Ι, Λ ανήκουν σε κύκλο. 
ii) το κέντρο του κύκλου είναι το μέσο Σ του ΟΗ  (Ο περίκεντρο).
iii) η ακτίνα ΣΛ του κύκλου είναι το μισό της ακτίνας ΟΑ του περιγεγραμμένου κύκλου.
	[image: image1.emf]Α

Β

Γ

Δ

Ε Ζ

Κ

Λ

Μ

Ν

Θ

Ι

Η

Ο

Σ

ΑΒΓΔΕΖΚΛΜΝΘΙΗΟΣΑΒΓΔΕΖΚΛΜΝΘΙΗΟΣΑΒΓΔΕΖΚΛΜΝΘΙΗΟΣΑΒΓΔΕΖΚΛΜΝΘΙΗΟΣΑΒΓΔΕΖΚΛΜΝΘΙΗΟΣΑΒΓΔΕΖΚΛΜΝΘΙΗΟΣΑΒΓΔΕΖΚΛΜΝΘΙΗΟΣ




Απόδειξη
	i) Φέρουμε τις ΖΕ, ΕΔ, ΘΖ και ΛΕ.
Προφανώς είναι ΖΕ // ΒΓ άρα το ΖΕΔΘ είναι τραπέζιο.

Ακόμα είναι ΕΔ=
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 και στο ορθογώνιο τρίγωνο ΘΑΒ η ΘΖ είναι διάμεσος άρα ΘΖ=
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Ώστε ΕΔ=ΘΖ οπότε το ΖΕΔΘ είναι ισοσκελές τραπέζιο και συνεπώς εγγεγραμμένο σε κύκλο.

Με άλλα λόγια το Θ ανήκει στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου  ΖΕΔ. 

Όμοια δείχνουμε ότι και τα ίχνη Ι, Κ ανήκουν στον ίδιο κύκλο.

Τώρα στο τρίγωνο ΑΗΓ προφανώς  ΛΕ // ΗΓ και επειδή ΓΚ
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ΑΒ θα είναι ΛΕ
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ΑΒ ή ΛΕ
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ΕΔ. Τότε το τετράπλευρο ΛΕΔΘ  έχει   
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 οπότε είναι εγγράψιμο σε κύκλο. Ώστε το Λ ανήκει στον ίδιο κύκλο με τα Θ, Δ, Ε. 
Όμοια δείχνουμε ότι και τα σημεία Μ, Ν ανήκουν στον ίδιο κύκλο
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	ii) Φέρουμε τις ΟΔ, ΟΛ, ΔΗ, ΟΗ, ΛΔ και ΟΑ.
Επειδή 
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 η ΛΔ είναι διάμετρος του παραπάνω κύκλου. Ακόμα το ΛΟΔΗ έχει ΛΗ // = ΟΔ άρα είναι παραλληλόγραμμο, οπότε το κέντρο Σ του παραλληλογράμμου είναι και κέντρο του κύκλου και βρίσκεται στο μέσο της ΗΟ.
iii) Ακόμα και το ΑΛΔΟ είναι παραλ/γραμμο αφού ΑΛ // =  ΟΔ, οπότε ΛΔ = ΑΟ  ή 
[image: image10.wmf]2

AO

SL=

, όπου ΑΟ η ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ. 
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Εμβαδόν(012..) =  -0.5770 ιντσες²
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