ΑΣΚΗΣΗ 1 ( Η ευθεία του Euler)
(Να αποδείξετε ότι)

	Το ορθόκεντρο Η, το βαρύκεντρο Θ και το περίκεντρο Ο ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι συνευθειακά σημεία. Μάλιστα δε το βαρύκεντρο Θ είναι σημείο του τμήματος  ΗΟ και ισχύει 
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( Η ευθεία που περιέχει τα τρία αυτά σημεία λέγεται ευθεία του Euler)
Σχόλιο

Κάθε ένα από τα  στάδια της λύσης που παραθέτουμε παρακάτω είναι από μόνο του μία ξεχωριστή άσκηση. Γι’ αυτό επαναδιατυπώνουμε την άσκηση αφού την χωρίσουμε σε υποερωτήματα:
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Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, το ορθόκεντρό του Η και ο περιγεγραμμένος κύκλος (O , R).
α) Να δείξετε ότι το συμμετρικό του ορθόκεντρου Η ως προς το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ ανήκει στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου.

β) Να δείξετε ότι η απόσταση του περίκεντρου Ο από την πλευρά ΒΓ είναι το μισό της απόστασης του ορθόκεντρου Η από την απέναντι κορυφή Α.

γ) Η διάμεσος ΑΜ του τριγώνου ΑΒΓ και το τμήμα ΟΗ τέμνονται πάνω στο βαρύκεντρο Θ του τριγώνου και μάλιστα ισχύει 
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	Απόδειξη
Αρχικά φέρουμε τα ύψη από τα Α , Β και τη διάμεσο από το Α.

α) Φέρουμε την διάμετρο ΑΑ΄ και την ΗΑ΄ η οποία τέμνει την ΒΓ στο σημείο Μ καθώς και τις ΗΓ, ΒΑ΄.

Οι εγγεγραμμένες γωνίες 
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βαίνουν σε ημικύκλιο άρα είναι ορθές. Συνεπώς Α΄Γ // ΒΗ (ως κάθετες στην ΑΓ) και Α΄Β // ΓΗ (ως κάθετες στην ΑΒ). Ώστε το ΒΗΓΑ΄ είναι παραλληλόγραμμο οπότε το Μ είναι μέσο της ΒΓ και της ΗΑ΄. 
Έτσι αφού ΗΜ = ΜΑ΄ προκύπτει ότι το συμμετρικό του ορθόκεντρου Η ως προς το μέσο Μ της ΒΓ είναι σημείο του περιγεγραμμένου κύκλου (Ο , R) του τριγώνου ΑΒΓ. 
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	β) Στο τρίγωνο ΑΗΑ΄ η ΟΜ συνδέει τα μέσα των πλευρών ΑΑ΄ και ΗΑ΄ οπότε ΟΜ // ΑΗ ( δηλαδή ΟΜ
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ΒΓ) και 
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. Έτσι η ΟΜ είναι η απόσταση του περίκεντρου Ο από την πλευρά ΒΓ και ισούται με το μισό της απόστασης της κορυφής Α από το ορθόκεντρο Η.
γ) Φέρουμε την ΗΟ που τέμνει την ΑΜ στο Θ. Θα δείξουμε ότι το Θ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ.

Αν πάρουμε το μέσο Κ του ΑΘ και το μέσο Λ του ΗΘ, παρατηρούμε ότι ΚΛ // ΑΗ και 
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δηλαδή  ΚΛ // = ΟΗ. Άρα το ΛΚΟΜ είναι παραλληλόγραμμο οπότε ΜΘ=ΘΚ (=ΚΑ) και ΟΘ=ΘΛ (=ΛΗ)

Έτσι 
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, δηλαδή το Θ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ και ακόμα ΗΘ = 2ΟΘ.
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