ΑΣΚΗΣΗ 2 (Από ένα θέμα Γενικών εξετάσεων του 1977)
	Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
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). Εξωτερικά του τριγώνου κατασκευάζουμε τα τετράγωνα ΑΒΔΕ και ΑΓΖΗ. Αν Μ είναι το μέσο του τμήματος ΔΖ, να δείξετε ότι τα σημεία 
Α, Β, Γ και Μ είναι ομοκυκλικά.

Σχόλιο

Για να γίνει η άσκηση πιο προσιτή στους μαθητές την ξανα-διατυπώνουμε με περισσότερα ερωτήματα που οδηγούν στο ζητούμενο. 
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	Δίνεται ορθ. τρίγ. ΑΒΓ (
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). Εξωτερικά του τριγώνου κατασκευάζουμε τα τετράγωνα ΑΒΔΕ , ΑΓΖΗ.
α) Να δείξετε ότι τα σημεία Δ, Α, Ζ είναι συνευθειακά.
β) Αν Θ , Ι είναι οι προβολές των Δ , Ζ πάνω στη ΒΓ  αντίστοιχα, να δείξετε ότι ΔΘ + ΖΙ = ΒΓ.

γ) Αν Μ είναι το μέσον του ΔΖ να δείξετε ότι το τρίγωνο ΜΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.

δ) Να δείξτε ότι τα σημεία Α, Β, Γ, Μ είναι ομοκυκλικά.

	Απόδειξη
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	α) Φέρουμε τα τμήματα ΑΔ και ΑΕ που είναι και διαγώνιοι των τετραγώνων ΑΒΔΕ και ΑΓΖΗ. Τότε έχουμε:
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 δηλαδή  
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  άρα τα σημεία Δ, Α, Ζ είναι συνευθειακά.

β) Φέρουμε ΔΘ
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ΒΓ , ΖΙ
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ΒΓ και ΑΚ
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ΒΓ
    Τα ορθ. τρίγωνα ΘΒΔ και ΚΒΑ έχουν: 
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ΔΒ=ΑΒ (πλευρές τετραγώνου) , 
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(οξείες γωνίες με κάθετες  πλευρές) άρα είναι ίσα. Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και η ισότητα των ορθ. τριγώνων ΙΓΖ και ΚΓΑ.

    Οπότε παίρνουμε  ΒΘ = ΑΚ = ΓΙ   και ΔΘ = ΚΒ (1) , ΖΙ = ΚΓ (2)

    Από τις ισότητες (1),(2) έχουμε   ΔΘ + ΖΙ = ΚΒ + ΚΓ = ΒΓ (3)
γ) Αν Λ είναι το μέσο της ΒΓ, τότε από την ισότητα των ΒΘ και ΓΙ προκύπτει ότι το Λ είναι και μέσο του ΘΙ.
    Τώρα το ΘΔΖΙ είναι τραπέζιο ( αφού ΔΘ // ΖΙ ) και η ΜΛ διάμεσός του οπότε
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   και   ΜΛ
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ΒΓ
     Στο τρίγωνο ΜΒΓ η ΜΛ είναι διάμεσος και ύψος και ισούται με το μισό της απέναντι πλευράς ΒΓ άρα είναι ισοσκελές και ορθογώνιο στο Μ.
δ) Από τα παραπάνω προκύπτει ότι ΛΒ = ΛΓ = ΛΜ = ΛΑ (=
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), οπότε τα σημεία Α, Β, Γ, Μ ανήκουν στον κύκλο με κέντρο το μέσο Λ της ΒΓ και ακτίνα 
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