ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο
ΒΑΣΙΚΕΣ  ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ (§ 2.1 - § 2.16)
Η μελέτη της Γεωμετρίας ξεκινά από έννοιες οι οποίες προκύπτουν άμεσα από την εμπειρία μας, όπως οι έννοια του σημείου, της ευθείας και του επιπέδου  τις οποίες δεχόμαστε ως πρωταρχικές χωρίς περαιτέρω διευκρινίσεις. Οι έννοιες αυτές υπόκεινται στις παρακάτω παραδοχές-αξιώματα:

i)   Από δύο σημεία διέρχεται μοναδική ευθεία.

ii)  Για κάθε ευθεία υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο του επιπέδου που δεν ανήκει σε αυτή.

iii) Κάθε ευθεία έχει άπειρα σημεία και εκτείνεται απεριόριστα και προς τις δύο κατευθύνσεις, χωρίς διακοπές και κενά.
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 Σημείο:  δεν έχει διαστάσεις (ούτε μήκος, ούτε πλάτος) 
                                                     Α
[image: image2.wmf]g
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 Ευθεία γραμμή: γίνεται αντιληπτή εμπειρικά, π.χ. από την διαδρομή  

     μιας φωτεινής ακτίνας, την ακμή του χάρακα  κ.λ.π..
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 Επίπεδο:  Ο χάρακας εφαρμόζει πάνω του προς όλες τις διευθύνσεις ,

    έχει μήκος και πλάτος. Παριστάνεται με ένα παραλληλόγραμμο.
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 [image: image1.wmf]·

Επίπεδη γραμμή: Το ίχνος ενός κινούμενου μολυβιού  πάνω σε 

    ένα επίπεδο.
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 [image: image125.png]


Στερεό σώμα: Έχει μήκος , πλάτος και ύψος
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 Επιφάνεια στερεού: Το σύνολο των σημείων τα οποία το χωρίζουν 

   από το περιβάλλον του.
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 [image: image126.png]


Επίπεδο σχήμα : Όλα τα σημεία του περιέχονται στο ίδιο επίπεδο.

    π.χ.  ένα τρίγωνο.
	


	
[image: image11.wmf]·

 Σχετικές θέσεις 2 ευθειών: Δύο ευθείες μεταξύ τους μπορεί :
    i)  να τέμνονται (σε ένα σημείο)

    ii) να είναι παράλληλες
    iii) να ταυτίζονται (όλα τα σημεία τους συμπίπτουν) 
    iv) να είναι ασύμβατες (ούτε παράλληλες ,ούτε τέμνονται) 
               π.χ. οι ακμές   ΑΒ και ΓΔ του στερεού σχήματος.
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 Ημιευθεία:  Είναι το ένα από τα δύο μέρη στα οποία 

    ένα σημείο Ο  χωρίζει μία ευθεία χ΄χ. (Έχει αρχή αλλά όχι τέλος).    Η ευθεία χ΄χ λέγεται φορέας των ημιευθειών  Οχ και Οχ΄  
   Οι   ημιευθείες Οχ΄ και Οχ  λέγονται αντικείμενες.
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[image: image19.wmf]·

 Ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ: Το μέρος μιας ευθείας ε που περικλείεται 

    από δύο  σημεία της Α και Β μαζί με τα σημεία αυτά.

    Αν Γ εσωτερικό σημείο του ΑΒ, τα  τμήματα   ΑΓ και ΓΒ  


    λέγονται διαδοχικά. 
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 Μια  γεωμετρική αρχή: Δεχόμαστε ότι κάθε επίπεδο σχήμα μπορεί να μετατοπισθεί μέσα στο επίπεδο  πηγαίνοντας από την αρχική του θέση σε μια οποιαδήποτε άλλη θέση και να παραμένει αναλλοίωτο ως προς τη 
    μορφή και το μέγεθος. Για να συγκρίνουμε  δύο επίπεδα  σχήματα , τα μετατοπίζουμε κατάλληλα και εξετάζουμε 
    αν συμπίπτουν
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 Γεωμετρική  κατασκευή: Θα λέμε ότι ένα σχήμα κατασκευάζεται γεωμετρικά, όταν  μπο​ρούμε να το σχεδιάσουμε      χρησιμοποιώντας αποκλειστικά  τον κανόνα (χωρίς υποδιαιρέσεις ) και τον διαβήτη.
    Σχόλιο:  Μερικά σχήματα δεν κατασκευάζονται με κανόνα και διαβήτη  π.χ. το κανονικό επτάγωνο  κ.α.
	Ευθύγραμμα τμήματα   
1. Για να κατασκευάσουμε ένα ευθ. τμήμα ίσο με δοθέν ευθ. τμήμα ΑΒ:

    Παίρνουμε μια ημιευθεία  Γχ . Εφαρμόζουμε τις ακίδες του διαβήτη στα 
   άκρα  του ευθ. τμήματος και κρατώντας  σταθερό το άνοιγμά του ορίζουμε 
    πάνω στην ημιευθεία  Γχ ένα τμήμα ΓΔ. Τότε ΑΒ=ΓΔ 
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	2. Μέσον ευθ. τμήματος: είναι το σημείο που το διχοτομεί
    π.χ. στο σχήμα το Μ είναι το μέσο του ΑΒ  και ισχύει   ΑΜ=ΜΒ
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3. Σύγκριση ευθ. τμημάτων ευθ. τμημάτων ΑΒ και ΓΔ.
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4. Πράξεις με ευθ. τμήματα
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 Πρόσθεση: Για να προσθέσουμε τα τμήματα α , β, τα μεταφέρουμε πάνω σε ημιευθεία Αχ και τα κάνουμε διαδοχικά  

Αν ΑΒ=α και ΒΓ=β    τότε    α+β = ΑΒ+ΒΓ =ΑΓ

Το τμήμα ΑΓ λέγεται άθροισμα των  α και β
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 Αφαίρεση: Για να αφαιρέσουμε τα τμήματα α , β, τα μεταφέρουμε πάνω σε ημιευθεία Αχ ώστε να έχουν κοινή αρχή και το ένα να περιέχεται στο άλλο.

Αν ΑΒ = α και ΑΓ = β    τότε    α - β = ΑΒ - ΑΓ =ΓΒ
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Το τμήμα ΓΒ λέγεται διαφορά των  α και β
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 Πολλαπλασιασμός τμήματος α με φυσικό αριθμό ν: 
Πάνω σε ημιευθεία Αχ παίρνουμε  ν διαδοχικά ίσα τμήματα  α =ΑΒ 

Αν  
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 = ΑΓ ,   τότε 

το τμήμα ΑΓ λέγεται γινόμενο του  α επί τον φυσικό αριθμό ν.
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	Γράφουμε  ΑΓ=ν
[image: image36.wmf]×

ΑΒ     ή   ΑΒ= 
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 Μήκος  ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ: Είναι ο θετικός αριθμός που συγκρίνει  το ΑΒ  με ένα άλλο τμήμα  α  που το παίρνουμε σαν μονάδα

Αν   ΑΒ = μ
[image: image39.wmf]×

α  τότε  το μήκος  του ΑΒ είναι  μ
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 Απόσταση δύο σημείων Α , Β:  είναι το μήκος του  τμήματος ΑΒ.
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Το μήκος του ΑΒ είναι θετικός πραγματικός  αριθμός και δείχνει πόσες φορές «χωράει» το μοναδιαίο τμήμα  α  στο ΑΒ


Ημιεπίπεδο
	
[image: image42.wmf]·

Ημιεπίπεδο: λέγεται κάθε ένα από τα δύο μέρη που χωρίζεται ένα 

επίπεδο από μία ευθεία , μαζί με τα σημεία της ευθείας. 

π.χ. τα ημιεπίπεδα Π1 και Π2 
Λέμε ότι το ημιεπίπεδο Π1 ορίζεται από την ευθεία ε και το σημείο  Α.
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Γωνίες
	
[image: image44.wmf]·

 Κυρτή γωνία: Είναι  το σχήμα που αποτελείται από τα κοινά σημεία 

δύο ημιεπιπέδων. (Δύο ημιευθείες  Οχ, Οy  με κοινή αρχή  Ο  και

τα  περιεχόμενα  μεταξύ αυτών σημεία)

Το σημείο Ο είναι η κορυφή και οι ημιευθείες Οχ, Οy  είναι οι πλευρές Συμβολισμός  
[image: image45.wmf]µ
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 Μη κυρτή γωνία: Αποτελείται από τα σημεία του επιπέδου που  

 δεν ανήκουν στην κυρτή γωνία 
[image: image47.wmf]µ

xOy

 μαζί με τις  ημιευθείες  Οχ, Οy
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Βασικές γνώσεις γωνιών
      1. Σύγκριση δύο γωνιών  

   Τοποθετούμε τις γωνίες ώστε να έχουν κοινή πλευρά  ΟΑ  και τις άλλες προς το ίδιο μέρος της  ΟΑ .
   π.χ.    
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. Έχουμε τις σχέσεις:
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2. Είδη γωνιών
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3. Διχοτόμος γωνίας     
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Διχοτόμος μιας γωνίας 
[image: image59.wmf]·

xOy

 είναι η ημιευθεία Οδ που χωρίζει τη γωνία σε δύο ίσες  γωνίες.                                   

Η διχοτόμος  μιας γωνίας είναι μοναδική.
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4. Ειδικές γωνίες
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Η διχοτόμος ευθείας γωνίας δημιουργεί δύο ορθές γωνίες
	[image: image62.emf]αβ αβ Αχ ΒΓ βΑΒΓαχ Αχ ααααα Γ ΒβΑ Β αΠ Π 1 2 ε Α Β χ y ω Ο χ y χ y Oμηδενική γωνίαΟx y πλήρης γωνίαΟ χ y ευθεία γωνία x y δ Ο χΟδ =  δΟy


ορθή γωνία
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οξεία  γωνία
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αμβλεία γωνία
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 Εφεξής γωνίες: Λέγονται δύο γωνίες που έχουν μία κοινή πλευρά και οι μη κοινές πλευρές τους  βρίσκονται εκατέρωθεν της κοινής .
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 Διαδοχικές γωνίες: λέγονται τρείς  ή περισσότερες γωνίες  όταν

η 1η  και η 2η  είναι εφεξής, η 2η  και η 3η  είναι εφεξής, κ.λ.π. 
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5. Πράξεις με γωνίες
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πρόσθεση 2 γωνιών 
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 και τις τοποθετούμε ώστε να γίνουν εφεξής. 

Τότε η γωνία 
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ΑΟΓ

 λέγεται άθροισμα   των  γωνιών  
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 αφαίρεση γωνιών 
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 και τις τοποθετούμε  ώστε να συμπέσουν  οι  αρχικές πλευρές τους  (όχι εφεξής)   
Τότε η γωνία 
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 λέγεται διαφορά των  γωνιών 
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6. Σχέσεις γωνιών
	
[image: image103.wmf]·

Συμπληρωματικές γωνίες:
Λέγονται δύο γωνίες που το άθροισμά τους είναι μία ορθή γωνία
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 Παραπληρωματικές γωνίες: 
Λέγονται δύο γωνίες που το άθροι- σμά τους είναι μία  ευθεία γωνία
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Κατά κορυφήν γωνίες:
Έχουν κοινή κορυφή και οι πλευρές της μιας είναι προεκτάσεις των πλευρών της άλλης

	[image: image106.emf]α

β

α

β

Α

χ

Β Γ

β

Α

Β

Γ

α

αβαβΑχΒΓ



άτιτλο-l0



βΑΒΓα

χ

Α

χ

α α α

α

α

Γ Β

β

Α

Β

α

αβαβΑχΒΓ



άτιτλο-l0



βΑΒΓαχΑχαααααΓΒβΑΒα

Π

Π

1

2

ε

Α

Β

χ

y

ω

Ο

χ

y

αβαβΑχΒΓβΑΒΓαχΑχαααααΓΒβΑΒαΠΠ12εΑΒχyωΟχy

χ

y

O

μηδενική γωνία

Ο

x

y

πλήρης γωνία

Ο

χ y

ευθεία γωνία

x

y

δ

Ο

χΟδ =

 δΟy

O

A

B

Γ

ΟΒ κοινή πλευρά    

χΟδ =

 δΟy

αβαβΑχΒΓβΑΒΓαχΑχαααααΓΒβΑΒαΠΠ12εΑΒχyωΟχyχyOμηδενική γωνίαΟxyπλήρης γωνίαΟχyευθεία γωνίαxyδΟ

χΟδ =

 δΟy

OABΓΟΒ κοινή πλευρά    

χΟδ =

 δΟy

αβαβΑχΒΓβΑΒΓαχΑχαααααΓΒβΑΒαΠΠ12εΑΒχyωΟχyχyOμηδενική γωνίαΟxyπλήρης γωνίαΟχyευθεία γωνίαxyδΟ

χΟδ =

 δΟy

OABΓΟΒ κοινή πλευρά    

χΟδ =

 δΟy

ΑΟΒ και ΒΟΓ εφεξής γωνίες

,

ω

φ

α β

x

y

x , y κατά κορυφήν γωνίες

[Εισαγωγή κειμένου εδώ.]
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7. Θεωρήματα γωνιών
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Δύο εφεξής και παραπληρωματικές γωνίες έχουν τις μη κοινές πλευρές τους αντικείμενες ημιευθείες και αντίστροφα                                     Δηλαδή:
i) Aν 
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εφεξής και παραπληρωματικές γωνίες τότε ΟΑ, ΟΒ αντικείμενες ημιευθείες  

ii) Αν  ΟΑ, ΟΒ αντικείμενες ημιευθείες τότε οι γωνίες 
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[Εισαγωγή κειμένου εδώ.]
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Οι  κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες

Απόδειξη: Θα δείξουμε x=y
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 Η προέκταση της διχοτόμου γωνίας είναι διχοτόμος της κατά κορυφήν της γωνίας

Απόδειξη 
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 Οι διχοτόμοι δύο εφεξής και παραπληρωματικών γωνιών είναι κάθετες

Απόδειξη
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Συμμετρία

Τα είδη της συμμετρίας είναι  

1. ως προς σημείο (κέντρο συμμετρίας)  και   2. ως προς ευθεία (άξονας συμμετρίας)
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 Πως βρίσκουμε το συμμετρικό του σημείου Α ως προς κέντρο Ο:

Φέρουμε την ΑΟ και προεκτείνουμε κατά ίσο τμήμα ΟΑ΄. Το Α΄ λέγεται συμμετρικό του Α ως προς το σημείο Ο. 
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 Πως βρίσκουμε το συμμετρικό του Α ως προς άξονα ε:

Από το Α φέρουμε το κάθετο τμήμα  ΑΚ προς την ευθεία ε και προεκτείνουμε κατά ίσο τμήμα  ΚΑ΄.

Το Α΄ λέγεται συμμετρικό του Α ως προς την ευθεία ε
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 Μεσοκάθετος ευθυγράμμου τμήματος  ΑΒ :

Είναι η κάθετη ευθεία  ε  που διέρχεται από το μέσο  Μ  του ευθ. τμήματος ΑΒ.
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Γεωμετρικοί τόποι 
Γεωμετρικός τόπος  λέγεται το σύνολο των σημείων του επιπέδου που έχουν μια κοινή χαρακτηριστική ιδιότητα
Οι βασικοί γεωμετρικοί τόποι που εξετάζουμε είναι :

ο κύκλος, η μεσοκάθετος ευθυγράμμου τμήματος,  η διχοτόμος γωνίας,  η μεσοπαράλληλος δύο παραλλήλων κ.α. 
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