H ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ (§1.2)
Εισαγωγή

Στην εκτέλεση ενός πειράματος τύχης δεν  μπορούμε να προβλέψουμε το αποτέλεσμα και κατά συνέπεια δεν γνωρίζουμε αν θα πραγματοποιηθεί κάποιο ενδεχόμενο Α του δειγματικού χώρου. 

Σε πολλά όμως πειράματα έχουμε ένα «μέτρο προσδοκίας» για την πραγματοποίηση ενός ενδεχομένου.

Για παράδειγμα:


[image: image1.wmf]a

 Στη ρίψη ενός νομίσματος, η προσδοκία μας να έρθει «γράμματα» είναι 50%
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 Στη ρίψη ενός ζαριού, η προσδοκία μας να έρθει «άσος» είναι μία στις έξι.
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 Η προσδοκία μας να τραβήξουμε «σπαθί» από τα 52 φύλλα μιας τράπουλας, είναι 
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Αυτό το «μέτρο προσδοκίας» πραγματοποίησης του ενδεχομένου Α  ονομάζεται πιθανότητα του Α και συμβολίζεται  Ρ(Α). 

Επομένως σε  κάθε ενδεχόμενο Α μπορούμε να αντιστοιχίσουμε την πιθανότητά του Ρ(Α) να πραγματοποιηθεί. 

Η Θεωρία Πιθανοτήτων είναι ο κλάδος των Μαθηματικών που χρησιμοποιεί μεθόδους για τον ορισμό και την εύρεση της πιθανότητας πραγματοποίησης ενός ενδεχομένου. 

Η Θεωρία αυτή έχει εφαρμογές και σε άλλες επιστήμες όπως Στατιστική, Οικονομολογία κ.τ.λ. 

Σχετική συχνότητα ενδεχομένου

Ανάλογη με την σχετική συχνότητα fi της τιμής xi μιας μεταβλητής Χ, είναι και η σχετική συχνότητα fA του ενδεχομένου Α ενός δειγματικού χώρου Ω σε ένα πείραμα τύχης.
Ορισμός

[image: image5.wmf]·

Σχετική συχνότητα fA του ενδεχομένου Α: ονομάζεται το πηλίκο 
[image: image6.wmf]k
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, όπου ν είναι ο αριθμός εκτελέσεων του πειράματος και κ ο αριθμός που δείχνει πόσες φορές πραγματοποιήθηκε το ενδεχόμενο Α.

Δηλαδή                                                               
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Ειδικά για τα απλά ενδεχόμενα {ω1} ,  {ω2},  …  ,  {ων}  του δειγματικού χώρου Ω, που πραγματοποιούνται 

κ1 ,  κ2 ,   …   , κν φορές αντιστοίχως σε ν επαναλήψεις του πειράματος,  οι σχετικές τους συχνότητες είναι 
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Ιδιότητες
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 1  , για κάθε i = 1, 2, … , λ

                                                               ( διότι ……………………………………………………………………..)
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Ο νόμος των μεγάλων αριθμών
« Η σχετική συχνότητα ενός ενδεχομένου σταθεροποιείται γύρω από μια συγκεκριμένη αριθμητική τιμή, καθώς ο αριθμός των επαναλήψεων του πειράματος αυξάνει απεριόριστα»
Άσκηση 1 (παράδειγμα)
	Ρίχνουμε  κατ’ επανάληψη ένα νόμισμα  και σημειώνουμε με Γ το αποτέλεσμα  «γράμματα» και με Κ το αποτέλεσμα «κορώνα». Τα αποτελέσματα του πειράματος φαίνονται στο  διπλανό πίνακα.
α) Στις 10 πρώτες ρίψεις η σχετική συχνότητα του ενδεχομένου  Γ: «γράμματα» είναι ………………………………………………………………………………

β) Στις 100 πρώτες ρίψεις η σχετική συχνότητα του ενδεχομένου  Γ: «γράμματα» είναι ………………………………………………………………………………

γ) ) Στις 200  ρίψεις η σχετική συχνότητα του ενδεχομένου  Γ: «γράμματα» είναι ………………………………………………………………………………

δ) Παρατηρούμε ότι καθώς ο αριθμός των ρίψεων αυξάνεται, η σχετική συχνότητα  η σχετική συχνότητα σταθεροποιείται γύρω από την τιμή …………………………
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Ο κλασικός ορισμός της πιθανότητας
Έστω ένας δειγματικός χώρος  Ω = { ω1 , ω2 , … , ων } που αποτελείται από  ν απλά  ενδεχόμενα  ω1 , ω2 , … , ων

[image: image18.wmf]·

Τα  απλά ενδεχόμενα  ω1 , ω2 , … , ων  λέγονται:
    ισοπίθανα, όταν έχουν την ίδια συχνότητα εμφάνισης κατά την εκτέλεση του πειράματος

[image: image19.wmf]a

Δηλαδή για όλα τα ισοπίθανα ενδεχόμενα η προσδοκία πραγματοποίησης είναι ίδια. 
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Η σχετική συχνότητα (εμφάνισης) για καθ’ ένα από αυτά είναι  
[image: image21.wmf]1
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Έστω τώρα ένα σύνθετο ενδεχόμενο Α = { α1 , α2 , … , ακ } που αποτελείται από κ ισοπίθανα ενδεχόμενα. 

Τότε η σχετική συχνότητα (εμφάνισης) του Α θα είναι   
[image: image22.wmf]κέ

111

κ

++...+=

νννν

jorV

1442443

  


[image: image23.wmf]a

Δηλαδή για το ενδεχόμενο Α η προσδοκία πραγματοποίησής του είναι 
[image: image24.wmf]k
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Σχόλιο:  Τα προηγούμενα συμπεράσματα ήταν περισσότερο διαισθητικά και εμπειρικά, μας οδηγούν όμως στον κλασικό ορισμό της πιθανότητας του ενδεχομένου Α ενός δειγματικού χώρου Ω. 

[image: image25.wmf]·

 Ορισμός
Πιθανότητα  Ρ(Α) του ενδεχομένου Α: είναι το πηλίκο     
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Δηλαδή                                                            
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Ιδιότητες
α)   Ρ(ωi) = 
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 ,   i = 1, 2, … , ν     ( διότι …………………………………………………………………………….)
α)   Ρ(Ω) = 1                                   ( διότι …………………………………………………………………………… )

β)   Ρ(
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) = 0                                 ( διότι …………………………………………………………………………… )

γ)   0 
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 Ρ(Α) 
[image: image31.wmf]£

 1                          ( διότι …………………………………………………………………………… )
Άσκηση 2
Ρίχνουμε ένα νόμισμα τρεις φορές.

i)   Να βρεθεί ο δειγματικός χώρος Ω του πειράματος         ii)  Nα βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχομένων:

      α) Α: «στις τρεις ρίψεις οι δύο είναι γράμματα»

      β) Β: «και οι τρεις ρίψεις είναι ίδιες»

      γ) Γ: «μια τουλάχιστον ρίψη είναι κεφαλή»

      δ) Δ: «μια το πολύ ρίψη είναι κεφαλή»                         
Άσκηση 3

	Ο διπλανός πίνακας αναφέρεται σε ένα σύνο- λο ασθενών που πάσχουν από σακχαρώδη διαβήτη. Επιλέγουμε τυχαία έναν ασθενή και θεωρούμε τα ενδεχόμενα:
	
	Μέτρια περίπτωση
	Σοβαρή περίπτωση

	
	
	Γονείς με παρόμοια πάθηση
	Γονείς με παρόμοια πάθηση

	
	
	ΝΑΙ
	ΟΧΙ
	ΝΑΙ
	ΟΧΙ

	
	Κάτω των 40 ετών

Άνω των 40 ετών
	15%
	10%
	8%
	2%

	
	
	15%
	20%
	20%
	10%


Α: «η κατάσταση του ασθενούς είναι σοβαρή»
Β: «ο ασθενής είναι κάτω των 40 ετών»                                       
Γ: «οι γονείς του ασθενούς έχουν παρόμοια πάθηση»

i)  Να βρείτε τις πιθανότητες  Ρ(Α) ,  Ρ(Β) ,  Ρ(Γ) ,  Ρ(Α
[image: image32.wmf]Ç

Β) ,  Ρ(Β
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Γ) ,  Ρ(Α
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Γ) ,  Ρ(Α
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ii) Διατυπώσετε περιφραστικά τα ενδεχόμενα Α΄ 
[image: image37.wmf]Ç

Β΄,  Α΄ 
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Β΄
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Γ΄ , Α΄
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Γ΄ και να βρείτε τις πιθανότητές τους.
Άσκηση 4          
Μέσα σε ένα κουτί υπάρχουν x2 – 4x άσπρες σφαίρες, 3x-15 κόκκινες σφαίρες και x+15 μαύρες σφαίρες με x
[image: image41.wmf]³

5. Βγάζουμε από το κουτί στην τύχη μία σφαίρα

α) Να αποδείξετε ότι η πιθανότητα Ρ να βγάλουμε από το κουτί μια κόκκινη σφαίρα είναι Ρ(x) = 
[image: image42.wmf]2
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β) Πόσες κόκκινες σφαίρες πρέπει να περιέχει το κουτί έτσι ώστε να βγάλουμε μια κόκκινη σφαίρα με την μεγαλύτερη δυνατή πιθανότητα;

γ) Για το παραπάνω πλήθος των κόκκινων σφαιρών, να υπολογισθούν οι πιθανότητες των ενδεχομένων:

   Α: «να βγάλουμε κόκκινη σφαίρα»,      Β: «να βγάλουμε άσπρη σφαίρα»,    Γ: «να βγάλουμε μαύρη σφαίρα»
Ο αξιωματικός ορισμός της πιθανότητας
Η πιθανότητα ενός ενδεχομένου μπορεί να ορισθεί ακόμα και όταν τα απλά ενδεχόμενα είναι μη ισοπίθανα.


[image: image43.wmf]·

 Ορισμός
Έστω 
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Ω={ω,ω,...,ω}

 ένας δειγματικός χώρος με πεπερασμένο πλήθος στοιχείων. 
α) Σε κάθε απλό ενδεχόμενο 
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 αντιστοιχίζουμε έναν πραγματικό αριθμό, που τον συμβολίζουμε με 
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                                   ii) 
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Τον αριθμό 
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 ονομάζουμε πιθανότητα του ενδεχομένου 
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β) Ως πιθανότητα  ενός ενδεχομένου 
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Δηλαδή                                       
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Ως πιθανότητα του αδυνάτου  ενδεχομένου 
[image: image56.wmf]Æ

 ορίζουμε τον αριθμό 
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Αν  Ρ(ωi) =  
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  ,  i = 1, 2, … , ν  ,  έχουμε τον κλασικό ορισμό της πιθανότητας. Τότε ισχύουν:

i)   H πιθανότητα του βεβαίου ενδεχομένου Ω είναι 
[image: image59.wmf]P(
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.
ii)  H πιθανότητα του ενδεχομένου Α = {α1 , α2 , … , ακ}  είναι    
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     (διότι …………………………………………………………………………………………………………….)

Άσκηση 5
Έστω ο δειγματικός χώρος Ω = {ω1 , ω2 , ω3 , ω4}                  
α) Αν Ρ(ω2) = 
[image: image61.wmf]1
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 ,  Ρ(ω3) = 
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 και Ρ(ω4) = 
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, να βρείτε το  Ρ(ω1).
β) Αν Ρ(ω3) = Ρ(ω4) = 
[image: image64.wmf]1
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 και Ρ(ω1) = 2 Ρ(ω2) , να βρείτε τα Ρ(ω1) και Ρ(ω2).

γ) Αν Α = {ω2 , ω3} , Β = { ω2 , ω4} και ισχύουν Ρ(Α) = 
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 , Ρ(Β) = 
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Άσκηση 6
Έστω ο δειγματικός χώρος Ω = {1, 2, 3, …, 20} και ω ένα στοιχειώδες ενδεχόμενο αυτού για το οποίο ισχύει
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	α) Να βρείτε την τιμή του α

β) Αν Α = {ω
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[4 , 7] να βρείτε την πιθανότητα Ρ(Α)    


Άσκηση 7
Έστω Ω={1, 2, 3, 6} ένας δειγματικός χώρος.

Να δικαιολογήσετε ποιοι από τους παρακάτω τύπους μπορούν να θεωρηθούν κατάλληλοι και ποιοι όχι για να εκφράσουν την πιθανότητα κάθε στοιχειώδους ενδεχομένου {κ} του Ω.


i) P(κ)=
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ii) Ρ(κ)=
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iii) P(κ)=
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Κανόνες λογισμού των πιθανοτήτων
1. Απλός προσθετικός νόμος (για ασυμβίβαστα ενδεχόμενα)

	Για οποιαδήποτε ασυμβίβαστα μεταξύ τους ενδεχόμενα Α και Β ισχύει:
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Απόδειξη

Γενικότερα ισχύει: 
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2. Πιθανότητα συμπληρωματικού

	 Για δύο συμπληρωματικά ενδεχόμενα  Α και 
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Απόδειξη


	[image: image79.emf]A΄

Α

Ω




3. Προσθετικός νόμος ( για τυχαία ενδεχόμενα)

	Για δύο ενδεχόμενα  Α και  Β  ενός δειγματικού χώρου  Ω ισχύει:


[image: image80.wmf]P(AB)P(A)P(B)P(AB)

È=+-Ç


Απόδειξη 
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4. Πιθανότητα υποσυνόλου

	Αν 
[image: image82.wmf]AB
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5. Πιθανότητα διαφοράς

	Για δύο ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω  ισχύει
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6. Πιθανότητα συμμετροδιαφοράς

	Για δύο ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου Ω  ισχύει


[image: image87.wmf](
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Άσκηση 9 

Αν Α και Β είναι δύο ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου Ω για τα οποία  Ρ(Α) = 
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,  Ρ(Β) = 
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 και Ρ(Α
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Β) = 
[image: image92.wmf]1

5

, να υπολογίσετε τις πιθανότητες των ενδεχομένων     Α
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Άσκηση 10 
Δίνονται δύο ενδεχόμενα Α και Β ενός δειγματικού χώρου για τα οποία ισχύουν 

Ρ(Α – Β)=
[image: image95.wmf]1
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 ,  P(A
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 ,  Ρ(Β΄-Α)=
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α) Να βρείτε τις πιθανότητες  Ρ(Α)  και Ρ(Β) 

β) Να βρείτε την πιθανότητα να πραγματοποιηθεί μόνο ένα από τα ενδεχόμενα Α και Β         
Άσκηση 11 

Έχουμε 30 σφαίρες μέσα σ’ ένα δοχείο αριθμημένες από το 1 έως το 30 και επιλέγουμε στην τύχη μία σφαίρα. Έστω Α το ενδεχόμενο ο αριθμός της σφαίρας να είναι άρτιος και Β το ενδεχόμενο ο αριθμός αυτός να είναι πολ- λαπλάσιο του 5. Να υπολογίσετε τις πιθανότητες:
α) Ρ(Α) ,  Ρ(Β)            β) Ρ(Α
[image: image99.wmf]È

Β)              γ) Ρ(Α
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Β΄)              δ)  Ρ((Α΄
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Β) 
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Β΄))      
Άσκηση 12 

Έστω Α , Β δύο ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου Ω για τα οποία είναι Ρ(Α) = 
[image: image104.wmf]1
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,  Ρ(Β) = 
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 και Ρ(Α
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Β) =
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Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων:

Γ: «πραγματοποιείται το Α και το Β»       Δ: «δεν πραγματοποιείται το Α»        Ζ: «πραγματοποιείται μόνο το Β»

Ε: «δεν πραγματοποιείται κανένα από τα Α και Β»               Θ: «πραγματοποιείται ακριβώς ένα από τα Α και Β»                             
Άσκηση 13 
Σε μια κωμόπολη το 15% των νοικοκυριών δεν έχoυν τηλεόραση, το 40% δεν έχουν βίντεο και το 10% δεν έχουν ούτε τηλεόραση ούτε βίντεο. Επιλέγουμε τυχαίως ένα νοικοκυριό. 

i.  Να βρείτε την πιθανότητα να έχει τηλεόραση.   

ii.  Να βρείτε την πιθανότητα να έχει  βίντεο.

iii.  Να βρείτε την πιθανότητα να έχει τηλεόραση και βίντεο 

iv.  Να βρείτε την πιθανότητα να έχει τουλάχιστον ένα από τα δυο 

v.  Να βρείτε την πιθανότητα να  έχει μόνο τηλεόραση.

vi.  Να βρείτε την πιθανότητα να  έχει μόνο βίντεο. 

vii.  Να βρείτε την πιθανότητα να έχει μόνο  ένα από τα δυο 

Άσκηση 14 

Μια  τάξη έχει 12 αγόρια και 16 κορίτσια. Τα μισά αγόρια και τα μισά κορίτσια έχουν μαύρα μάτια. Επιλέγουμε τυχαία ένα άτομο. Να βρείτε την πιθανότητα να είναι αγόρι ή να έχει μαύρα μάτια.       
 Άσκηση 15 
Aπό τους ψηφοφόρους μιας πόλης, το 45% είναι άνδρες. Το 36% των ανδρών και το 40% των γυναικών ψήφισαν στις τελευταίες εκλογές το κόμμα Κ. Εκλέγουμε τυχαία ένα άτομο.

α) Να βρείτε την πιθανότητα των ενδεχομένων:

    Γ:  «το άτομο αυτό είναι γυναίκα»
    K:  «το άτομο ψήφισε το κόμμα Κ»                                       
    E: «το άτομο είναι άνδρας ή ψήφισε το κόμμα Κ»

    Δ: «δεν είναι ούτε γυναίκα ούτε ψήφισε το κόμμα Κ»

β) Αν απ’ τους ψηφοφόρους της πόλης, οι 123.600 δεν ψήφισαν το κόμμα Κ, να βρείτε το σύνολο των ψηφοφόρων
Άσκηση 16 
	Με τη βοήθεια του διπλανού διαγράμματος Venn να διαπιστώσετε ότι 


[image: image108.wmf]·

 Ρ(Α
[image: image109.wmf]Ç

Β)
[image: image110.wmf]£

Ρ(Α)
[image: image111.wmf]£

Ρ(Α
[image: image112.wmf]È

Β)       και      Ρ(Α
[image: image113.wmf]Ç

Β)
[image: image114.wmf]£

Ρ(Β)
[image: image115.wmf]£

Ρ(Α
[image: image116.wmf]È

Β)


[image: image117.wmf]·

 Ρ(Α - Β)
[image: image118.wmf]£

Ρ(Α)
[image: image119.wmf]£

Ρ(Α
[image: image120.wmf]È

Β)        και      Ρ(Β - Α)
[image: image121.wmf]£

Ρ(Β)
[image: image122.wmf]£

Ρ(Α
[image: image123.wmf]È

Β)


[image: image124.wmf]·

 Ρ(Α - Β)+Ρ(Α
[image: image125.wmf]Ç

Β)+Ρ(Β - Α) = Ρ(Α
[image: image126.wmf]È

Β)
	[image: image127.emf]













 Α Β Α

Β

Ω































































 













Α-Β Β-Α




Άσκηση 17 

Για οποιαδήποτε ενδεχόμενα Α, Β, Γ του ίδιου δειγματικού χώρου να αποδειχθεί

α) Ρ(Α
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Άσκηση 18 
Έστω Α και Β δύο ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου Ω για τα οποία είναι Ρ(Α) = 0,7 και Ρ(Β) = 0,6

α) Να εξετάσετε αν τα Α και Β είναι ασυμβίβαστα

β) Να αποδειχθεί ότι  Ρ(Α
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Άσκηση 19 

Έστω Α και Β δύο ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου Ω για τα οποία είναι Ρ(Α΄
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i) Ρ(Α - Β) = 
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Ρ(Α)         
Άσκηση 20 

Έστω ο δειγματικός χώρος Ω = {1, 2, 3,  …, 2010} ο οποίος αποτελείται από ισοπίθανα και απλά ενδεχόμενα και Α , Β είναι δύο ασυμβίβαστα ενδεχόμενα του Ω για τα οποία ισχύει         

                                                         9(Ρ(Β))2 – 13Ρ(Β) – Ρ(Α) +5 = 0

α) Να βρείτε τις πιθανότητες των ενδεχομένων Α  και  Β.

β) Να βρείτε το πλήθος των στοιχείων των Α και Β.

γ) Δείξτε ότι τα Α , Β είναι αντίθετα ενδεχόμενα                            
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