ΜΕΛΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ( ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ – ΑΚΡΟΤΑΤΑ - ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ) § 2. 5
Κάθε συνάρτηση  f :
[image: image1.wmf]A®

¡

 έχει ορισμένα χαρακτηριστικά που περιγράφουν την σχέση που έχουν  μεταξύ τους οι τιμές f(x) όταν το  x
[image: image2.wmf]Î

A. Τα γνωρίσματα αυτά  επιβεβαιώνονται και από την γραφική της παράσταση, η οποία αποτελεί μια ολοκληρωμένη εικόνα της  συνάρτησης. 

	Για παράδειγμα από την γραφική παράσταση μπορούμε να βρούμε ποιο είναι το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της συνάρτησης.
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	Από το διπλανό σχήμα προκύπτει ότι:


[image: image4.wmf]·

Το πεδίο ορισμού Α είναι η προβολή της γραφ. παράστασης στον χ΄χ.   Δηλ.  Α=[α,β]


[image: image5.wmf]·

Το σύνολο τιμών είναι η προβολή της γραφ. παράστασης στον y΄ y.  Δηλ.  f(Α)=[κ,λ]
	


Μερικά από τα χαρακτηριστικά μιας συνάρτησης είναι η μονοτονία, τα ακρότατα και η συμμετρία της.
Α. ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
Η μονοτονία μας περιγράφει τον τρόπο που μεταβάλλονται οι τιμές f(x) της συνάρτησης όταν το  x διατρέχει το πεδίο ορισμού της. Η έννοια της μονοτονίας αποδίδεται με τους παρακάτω ορισμούς:
	
[image: image6.wmf]·

Ορισμός: Η f λέγεται γνησίως αύξουσα  στο Α όταν

 για κάθε x1, x2 
[image: image7.wmf]Î

A με  x1 < x2 
[image: image8.wmf]Þ

 f(x1)<f(x2)

 Συμβολίζουμε  f 
[image: image9.wmf]Z

 στο Α

Σχόλιο: Παρατηρούμε ότι αν f 
[image: image10.wmf]Z

 στο Α τότε  ο λόγος     
 λ = 
[image: image11.wmf]12
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  είναι θετικός (γιατί;)
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[image: image13.wmf]·

καθώς το x αυξάνεται το f(x) επίσης αυξάνεται

[image: image14.wmf]·

η γραφ. παράσταση ανεβαίνει από αριστερά προς δεξιά

	
[image: image15.wmf]·

Ορισμός: Η f λέγεται γνησίως φθίνουσα στο Α όταν

 για κάθε x1, x2 
[image: image16.wmf]Î

A με  x1 < x2 
[image: image17.wmf]Þ

 f(x1)>f(x2)
 Συμβολίζουμε  f  
[image: image18.wmf]]

 στο Α

 Σχόλιο: Παρατηρούμε ότι αν f  
[image: image19.wmf]]

 στο Α τότε  ο λόγος      
 λ = 
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  είναι αρνητικός (γιατί;)
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[image: image22.wmf]·

καθώς το x αυξάνεται το f(x)  μειώνεται


[image: image23.wmf]·

η γραφ. παράσταση κατεβαίνει από αριστερά προς δεξιά

	
[image: image24.wmf]·

Ορισμός: Η f λέγεται σταθερή στο Α όταν

για κάθε x1, x2 
[image: image25.wmf]Î

A με  x1 < x2 
[image: image26.wmf]Þ

 f(x1)=f(x2)

Σχόλιο: Παρατηρούμε ότι αν f  σταθερή στο Α τότε  ο λόγος      λ = 
[image: image27.wmf]12
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  είναι μηδέν (γιατί;)
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[image: image29.wmf]·

καθώς το x αυξάνεται το f(x)  μένει σταθερό


[image: image30.wmf]·

η γραφ. παράσταση είναι οριζόντια

	
[image: image31.wmf]·

Παρατήρηση: Μία συνάρτηση ενδέχεται να έχει διαφορετικό είδος μονοτονίας στο πεδίο ορισμού της.

π.χ. Η f(x)=x2  έχει την διπλανή γραφ. παράσταση
Παρατηρούμε ότι: f  
[image: image32.wmf]]

 στο(-
[image: image33.wmf]¥

,0] και f 
[image: image34.wmf]Z

στο [0,+ 
[image: image35.wmf]¥
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[image: image37.wmf]·

Μια συνάρτηση που είναι γνησίως αύξουσα ή  γνησίως φθίνουσα λέγεται γνησίως μονότονη
ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ –ΜΕΘΟΔΟΙ ΣΤΗΝ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ
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1. Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία η συνάρτηση  f(x)= - 2x+5
2. Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία η συνάρτηση  f(x)=
[image: image38.wmf]3x7
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3. Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία η συνάρτηση  f(x)= x2 – 2x  , x
[image: image39.wmf]Î

[1, 
[image: image40.wmf]+¥
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    Απόδειξη
    Έστω  x1  , x2  
[image: image41.wmf]Î

[1,
[image: image42.wmf]+¥

)  με    x1< x2
    f(x1)- f(x2) = (x12 -2 x1)- (x22 -2 x2)
                      = x12 - x22 -2 x1 +2 x2
                      =( x1+x2)( x1- x2) - 2( x1- x2)
                      =( x1- x2) ( x1+x2-2)
  Έπειδή  x1< x2 
[image: image43.wmf]Þ

 x1- x2<0
   και        
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   Άρα   f(x1)- f(x2)<0 
[image: image45.wmf]Þ

 f(x1)< f(x2)  οπότε  f 
[image: image46.wmf]Z

 στο [1,
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)  
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4. Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία η συνάρτηση  f(x)= 
[image: image48.wmf]2
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Απόδειξη
Α=
[image: image49.wmf]*
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.    Έστω  x1  , x2  
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 με x1< x2    Έχουμε:
λ = 
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 Επειδή το πρόσημο του λόγου λ δεν προκύπτει άμεσα διακρίνουμε περιπτώσεις

[image: image53.wmf]·

Αν    x1<0  και x2  <0     τότε    λ<0   άρα  f
[image: image54.wmf]]

  στο (-
[image: image55.wmf]¥

, 0)
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 Αν    x1>0  και x2  >0     τότε    λ<0   άρα  f  
[image: image57.wmf]]

στο (0 ,+
[image: image58.wmf]¥

)
B. AKPOTATA  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
Τα ακρότατα μιας  συνάρτησης είναι η μεγαλύτερη ή η μικρότερη τιμή που ενδέχεται να έχει μία συνάρτηση όταν το x διατρέχει το πεδίο ορισμού της. Η έννοια των ακροτάτων αποδίδεται με τους παρακάτω ορισμούς.

	
[image: image59.wmf]·

Ορισμός:Η  f  παρουσιάζει ελάχιστο στο x0
[image: image60.wmf]Î

A     όταν 
[image: image61.wmf]0

f(x)f(x)
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  , για κάθε x
[image: image62.wmf]Î

A
To f(x0) λέγεται ελάχιστο της f στο Α 
Το σημείο  Μ(x0,f(x0)) είναι το χαμηλότερο σημείο της γραφικής παράστασης
	[image: image63.emf]Μ
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[image: image64.wmf]·

Ορισμός:Η  f  παρουσιάζει μέγιστο στο x0
[image: image65.wmf]Î

A     όταν 
[image: image66.wmf]0
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  , για κάθε x
[image: image67.wmf]Î

A
To f(x0) λέγεται μέγιστο της f στο Α 
Το σημείο  Μ(x0,f(x0)) είναι το υψηλότερο σημείο της γραφικής παράστασης
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[image: image69.wmf]·

Το μέγιστο της f και το ελάχιστο της f  λέγονται ακρότατα της   συνάρτησης  f
Παράδειγμα: Παρατηρώντας  την μορφή των παρακάτω γραφικών παραστάσεων  να βρείτε τα ακρότατα (αν υπάρχουν) , και τις τετμημένες x0  που παρουσιάζονται.
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΜΕΘΟΔΟΙ  ΣΤΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ

[image: image131.wmf]·

1. Να  βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης   f(x)=2(3x-1)2 – 4 
2. Να  βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης   f(x)= - |x-2| +3

3. Να  βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης   f(x)= 3x-2   ,  x 
[image: image76.wmf]Î

[-1,4]

4. Να  βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης   f(x)= 3x-2   ,  x 
[image: image77.wmf]Î

(-1,4)
[image: image132.wmf]]

5. Δίνεται η συνάρτηση   f(x)= x2 -2 ,  x 
[image: image78.wmf]Î


[image: image79.wmf]¡


   α) Να μελετηθεί η μονοτονία στα διαστήματα  (-
[image: image80.wmf]¥

,1] και [1 , +
[image: image81.wmf]¥

)
   β) Να  βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης   
   Απόδειξη
  α)Έστω  x1  , x2 
[image: image82.wmf]Î

 (-
[image: image83.wmf]¥

,1]  Έχουμε:
   f(x1)- f(x2) = ………………………..=( x1- x2) ( x1+x2-2) (ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ  Ασκ.3)
   Έπειδή  x1< x2 
[image: image84.wmf]Þ

 x1- x2<0
   και        
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   Άρα   f(x1)- f(x2)>0 
[image: image86.wmf]Þ

 f(x1)> f(x2)  οπότε  f 
[image: image87.wmf]]

 στο (-
[image: image88.wmf]¥

,1]  
   Όμοια βρίσκουμε  f 
[image: image89.wmf]Z

 στο [1,
[image: image90.wmf]+¥

)   (ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ  Ασκ.3)
   β) Κατασκευάζουμε πίνακα  μονοτονίας
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Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι η  f  έχει  ελάχιστο  στο  x0 =1  που 
είναι ίσο με  f(1) = -1
6. Να εξετάσετε  αν  η συνάρτηση  f(x)= 
[image: image92.wmf]2

x

   έχει  ακρότατα  
Απόδειξη
Σύμφωνα με την Ασκ. 4. μονοτονίας έχουμε  
f
[image: image93.wmf]]

  στο (-
[image: image94.wmf]¥

, 0)   και  f  
[image: image95.wmf]]

στο (0 ,+
[image: image96.wmf]¥
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 Κατασκευάζουμε πίνακα  μονοτονίας                 
Επειδή η f  δεν ορίζεται στο 0  δεν  υπάρχει  η τιμή f(0)
Eπομένως η f  δεν έχει ακρότατα
7. Να μελετηθεί ως προς   α) την μονοτονία και β) τα ακρότατα  η συνάρτηση  f(x)=
[image: image98.wmf]2x1,x(,0]
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    Απόδειξη

  α) Μελετάμε τη μονοτονία για κάθε τύπο χωριστά:
   
[image: image99.wmf]·

 
   
[image: image100.wmf]·


    Κατασκευάζουμε πίνακα μονοτονίας  ……
   β)Από τον πίνακα μονοτονίας  προκύπτει ….. 
8. Να  εξετάσετε αν έχει ακρότατα η συνάρτηση  f(x)=x3 + x
    Απόδειξη
    Το πεδίο ορισμού είναι  Α = 
[image: image101.wmf]¡

           Μελετάμε την μονοτονία:
[image: image133.wmf]³

    Για κάθε  x1 , x2 
[image: image102.wmf]Î


[image: image103.wmf]¡

   με x1 < x2  
[image: image104.wmf]Þ

   x13 < x23  

       και αφού   x1 < x2         (+) …………..
…………………………………………………………………………………………………………………..
Γ. ΑΡΤΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ – ΠΕΡΙΤΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ


Μερικές φορές η γραφικές παραστάσεις  παρουσιάζουν συμμετρία ως προς άξονα ή ως προς σημείο. Για την συμπεριφορά  τους αυτή οι συναρτήσεις χαρακτηρίζονται ως άρτιες ή περιττές. Οι έννοιες αυτές αποδίδονται με τους εξής  ορισμούς. 
	
[image: image105.wmf]·

Ορισμός: Η συνάρτηση f  λέγεται άρτια στο Α όταν
 για κάθε  x
[image: image106.wmf]Î

A ισχύει

                     -x
[image: image107.wmf]Î

A    και    f(-x) = f(x)

Παρατήρηση: Από τον ορισμό προκύπτει  ότι  μια άρτια συνάρτηση σε αντίθετες μεταβλητές έχει τις ίδιες τιμές  άρα
Η γραφική παράσταση άρτιας συνάρτησης είναι συμμετρική ως προς τον άξονα y΄y
π.χ. Τα σημεία Μ(x, f(x))  ,  Μ΄(-x, f(-x)) ανήκουν στην γραφική  παράσταση και αφού f(-x)= f(x)  έχουν  μορφή Μ(x, y)  ,  Μ΄(-x, y) , οπότε είναι συμμετρικά ως προς τον άξονα y΄y
	[image: image108.emf][functions]y1=a*x^4-b*x^2[rparameters]a=1.0,b=4.0[nparameters]nrPts=200[intervals][-10.0,10.0][nrofpoints]nrPts[comments]Thesimplestlinearfunction.a= 1.0000
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[image: image109.wmf]·

Ορισμός: Η συνάρτηση f λέγεται περιττή στο Α όταν

 για κάθε  x
[image: image110.wmf]Î

A ισχύει

                     -x
[image: image111.wmf]Î

A    και    f(-x) = -f(x)

Παρατήρηση: Από τον ορισμό προκύπτει  ότι  μια περιττή συνάρτηση σε αντίθετες μεταβλητές έχει αντίθετες  τιμές  άρα

Η γραφική παράσταση περιττής συνάρτησης είναι συμμετρική ως προς την αρχή  Ο των αξόνων

π.χ. Τα σημεία Μ(x, f(x))  ,  Μ΄(-x, f(-x)) ανήκουν στην γραφική  παράσταση και αφού f(-x)= -f(x)  έχουν  μορφή Μ(x, y)  ,  Μ΄(-x, -y) , οπότε είναι συμμετρικά ως προς την αρχή  Ο των αξόνων
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Προσοχή! Το πεδίο ορισμού άρτιας ή περιττής συνάρτησης είναι κατ’ ανάγκη συμμετρικό σύνολο ως προς  την αρχή Ο του άξονα χ΄χ των πραγματικών αριθμών . Τέτοια σύνολα είναι για παράδειγμα  της μορφής:
(-α,α) ,      [-α,α] ,      
[image: image113.wmf]¡

 ,        (-α,-β) 
[image: image114.wmf]U

(β,α) ,       [-α,-β) 
[image: image115.wmf]U

(β,α]
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ – ΜΕΘΟΔΟΙ  ΣΤΗ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ
Να εξετάσετε  αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες ή περιττές

1. f(x)=3x6-2x2 +1

2. f(x)= x3 +2x    , A=(-2008,2008)
3. f(x)= 
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4.  f(x)= 
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5. f(x)= |x-2| + |x-2|
6. 
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     Απόδειξη
Α=(-
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 (συμμετρικό σύνολο)

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image124.wmf]2
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 τότε    –x>0  οπότε   f(-x) = (-x)2 = x2 = - f(x)
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 τότε    –x<0  οπότε   f(-x) = -(-x)2 = - x2 = - f(x)
Ώστε για κάθε  x
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    f(-x) = - f(x)   Άρα η f είναι περιττή συνάρτηση

ΜΕΘΟΔΟΣ  ΤΟΥ ΟΡΙΣΜΟΥ


(ΣΥΝΘΕΤΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ)





Από την ανισότητα 


x1< x2 και με την βοήθεια του τύπου της συνάρτησης σχηματίζουμε  ανισότητα με τις τιμές f(x1) και f(x1)





Ασκ. 1 , 2





ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ ΠΡΟΣΗΜΟΥ ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΑΣ  f(x1)- f(x2)


 


Υποθέτουμε  x1< x2   ,


σχηματίζουμε την διαφορά


f(x1) - f(x2) , 


την αναλύουμε σε γινόμενο και βρίσκουμε το πρόσημό της





ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΟΥ ΛΟΓΟΥ





Σχηματίζουμε τον λόγο 


� EMBED Equation.DSMT4  ���


και βρίσκουμε το πρόσημό του  οπότε:


� EMBED Equation.DSMT4  ���Αν λ>0  τότε   f � EMBED Equation.DSMT4  ���


� EMBED Equation.DSMT4  ���Αν λ<0  τότε   f � EMBED Equation.DSMT4  ���








ΜΕΘΟΔΟΣ  ΤΟΥ ΟΡΙΣΜΟΥ


(ΣΥΝΘΕΤΙΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ)





Παίρνουμε τυχαίο x  στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης και με την βοήθεια  του τύπου της f σχηματίζουμε  ανισότητα  της μορφής  f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���θ  ή f(x)� EMBED Equation.DSMT4  ���θ  





Ασκ. 1 , 2 , 3 , 4





ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑΣ





Μελετάμε  αρχικά την μονοτονία  της συνάρτησης . Μετά κατασκευάζουμε έναν πίνακα μονοτονίας από τον οποίο διαπιστώνουμε αν έχει ακρότατα ή όχι.


π.χ.


�


Η f  έχει ελάχιστο στο x0 


�
�
�


Η f  έχει μέγιστο στο x0�
�



Ασκ. 5 , 6 , 7 , 8 





Kατ’ αρχήν εξετάζουμε αν το πεδίο ορισμού  Α  είναι συμμετρικό σύνολο. 


� EMBED Equation.DSMT4  ���Αν δεν  είναι συμμετρικό σύνολο , τότε  η f  δεν είναι ούτε άρτια ούτε περιττή στο Α.


� EMBED Equation.DSMT4  ���Αν  είναι συμμετρικό σύνολο  βρίσκουμε το f(-x)  για  το τυχαίο x� EMBED Equation.DSMT4  ���Α 


οπότε…..
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