ΔΙΑΤΑΞΗ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ      (ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ)
Όλοι οι πραγματικοί αριθμοί  μπορούν να τοποθετηθούν σε μία σειρά (διάταξη), πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθμών. 
[image: image1.emf]
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Αυτό σημαίνει ότι δύο οποιοιδήποτε αριθμοί α , β (α
[image: image2.wmf]¹

β) βρίσκονται σε μία σχέση ανισότητας  μεταξύ τους.  Για να δηλώσουμε μια ανισότητα έχουμε τα σύμβολα   ¨< ¨ (μικρότερο)  και  ¨ > ¨ (μεγαλύτερο)
Ανισότητα  λοιπόν είναι μία σχέση  της  μορφής    α>β        ή     α<β
Ορισμοί

[image: image3.wmf]·

 Λέμε ότι : α>β όταν α-β>0        ,      α<β όταν α-β<0

[image: image4.wmf]·

 Αν x  θετικός  γράφουμε  x>0   ,      αν  x αρνητικός γράφουμε  x<0

[image: image5.wmf]·

 Αν  α,β 
[image: image6.wmf]Î
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  ισχύει:   α>β   ή   α=β   ή   α<β   

[image: image7.wmf]·

Η σχέση  α
[image: image8.wmf]³

β  (ανισοϊσότητα) σημαίνει α>β  ή α=β  .        Όμοια  α
[image: image9.wmf]£

β 
[image: image10.wmf]Û

 α<β  ή α=β  

[image: image11.wmf]·

 Αν α>β και β>γ  τότε  α>γ  (Μεταβατική ιδιότητα)
Κανόνες προσήμου στις ανισότητες
	
[image: image12.wmf]·

Αν  α>0 και  β>0 τότε α+β>0
	Το άθροισμα θετικών είναι θετικός

	
[image: image13.wmf]·

Αν α<0 και  β<0 τότε α+β<0
	Το άθροισμα αρνητικών είναι αρνητικός

	
[image: image14.wmf]·

Αν α,β ομόσημοι ,τότε  αβ>0 και α/β>0
	Το γινόμενο και το πηλίκο ομοσήμων είναι θετικός

	
[image: image15.wmf]·

Αν α,β ετερόσημοι,τότε  αβ<0 και α/β<0
	Το γινόμενο και το πηλίκο ετεροσήμων είναι αρνητικός

	
[image: image16.wmf]·

Για κάθε α 
[image: image17.wmf]Î
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  ισχύει  α2 
[image: image18.wmf]³

0
	Το τετράγωνο πραγματικού είναι μη αρνητικός

	
[image: image19.wmf]·

 Για κάθε α
[image: image20.wmf]¹

0  ισχύει  α2 > 0
	Το τετράγωνο μη μηδενικού αριθμού είναι  θετικός


Πράξεις με ανισότητες
	
[image: image21.wmf]·

α>β
[image: image22.wmf]Û

α+γ>β+γ
	Πρόσθεση ή διαγραφή ενός όρου στα μέλη ανισότητας

	
[image: image23.wmf]·

Αν γ>0  τότε 
[image: image24.wmf]>Û>
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	Αν πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουμε τα μέλη ανισότητας με θετικό αριθμό , η ανισότητα  δεν  αλλάζει φορά

	
[image: image25.wmf]·

Αν γ<0 τότε 

[image: image26.wmf]>Û<
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	Αν πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουμε τα μέλη ανισότητας με αρνητικό αριθμό , η ανισότητα ΑΛΛΑΖΕΙ  φορά

	
[image: image27.wmf]·

Αν 
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[image: image93.wmf]g
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 Aν  
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	Μπορούμε να προσθέτουμε  κατά μέλη ανισότητες της ίδιας φοράς
(Η ισχυρή ανισότητα ¨ > ¨  υπερισχύει  της ασθενούς  ¨ 
[image: image31.wmf]³

 ¨ )
Προσοχή!Ουδέποτε   αφαιρούμε κατά μέλη  ανισότητες

	Αν  α,β,γ,δ θετικοί αριθμοί:

[image: image32.wmf]·
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	Μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε  κατά μέλη ανισότητες της ίδιας φοράς  με θετικούς όρους
(Η ισχυρή ανισότητα ¨ > ¨  υπερισχύει  της ασθενούς  ¨ 
[image: image36.wmf]³

 ¨ )
Προσοχή!Ουδέποτε   διαιρούμε κατά μέλη  ανισότητες

	
[image: image37.wmf]·

Αν α,β θετικοί και ν
[image: image38.wmf]*

Î

¥

τότε:
i) α=β
[image: image39.wmf]Û

αν = βν 
ii) α>β
[image: image40.wmf]Û

αν > βν 
	H δύναμη διατηρεί την ισότητα  θετικών όρων και αντίστροφα
H δύναμη διατηρεί την ανισότητα  θετικών όρων και αντίστροφα


Προφανείς ιδιότητες:     
	
[image: image41.wmf]·

α2+β2
[image: image42.wmf]³

0              α2+β2+γ2
[image: image43.wmf]³

0        κ.τ.λ.

  Αν  ένας τουλάχιστον από τους  α,β,γ  δεν είναι  0 τότε 
    α2+β2>0              α2+β2+γ2>0        κ.τ.λ.
	Το άθροισμα τετραγώνων είναι μη αρνητικός

	
[image: image44.wmf]·

  Αν   α2 
[image: image45.wmf]£

0   τότε  α=0
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	Το πηλίκο και το γινόμενο δύο αριθμών είναι ομόσημοι  αριθμοί

	
[image: image50.wmf]·

   α>β   
[image: image51.wmf]γ0
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  α+γ>β    και    α>β-γ
	Αν αυξήσουμε το μεγαλύτερο μέλος ή μειώσουμε  το μικρότερο μέλος η ανισότητα  ενισχύεται

	
[image: image52.wmf]·

Αν α,β,γ>0 τότε    i)
[image: image53.wmf]ααγ
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	Αν αυξήσουμε τον αριθμητή ή μειώσουμε τον παρονομαστή , το κλάσμα αυξάνει


Βασικές ανισότητες
1.      i)α2+β2
[image: image55.wmf]³

 2αβ                                                   ii)  α2+β2
[image: image56.wmf]³

 -2αβ       
2.    
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3.Αν  α,β ομόσημοι  ισχύει:    
[image: image58.wmf]<Û>
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4.        i)  Αν  α>0  τότε  
[image: image59.wmf]+³
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                                    ii)       Αν  α<0  τότε  
[image: image60.wmf]+£-
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5.  Aν   ν  φυσικός   τότε       i)  x>1 
[image: image61.wmf]Û

    xν>1                 ii)  0<x<1 
[image: image62.wmf]Û

0<xν <1
6. Αν μ,ν φυσικοί   i)Αν α>1 τότε: ν>μ 
[image: image63.wmf]Û

αν>αμ     ii)Αν 0<α<1 τότε  ν>μ 
[image: image64.wmf]Þ

αν<αμ
7. i) α2+αβ+β2 
[image: image65.wmf]³

0                                                            ii) α2-αβ+β2 
[image: image66.wmf]³

0
ΜΕΘΟΔΟΙ  ΑΠΟΔΕΙΞΗΣ  ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ
1. Να αποδειχθεί ότι     2(α2+β2)
[image: image67.wmf]³

(α+β)2
2. Αν α>1>β , να αποδειχθεί ότι   α+β>1+αβ


3. Να δειχθεί ότι  α2+β2+γ2  
[image: image68.wmf]³

αβ+βγ+γα   για κάθε  α,β,γ
[image: image69.wmf]Î
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4. Αν 1<x
[image: image70.wmf]£

3 και  -2
[image: image71.wmf]£

y<4 να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών 

   περιέχεται η παράσταση Α=4x-5y+9
5. Aν  ν  θετικός ακέραιος να δειχθεί ότι  
[image: image72.wmf]3

6

ν2ν5

3

ν3ν1

+-

<

++


6. Αν α,β θετικοί να συγκρίνετε τους αριθμούς
     Α=α3+β3   και   Β=α2β+αβ2
7. Να αποδειχθεί ότι (0,14)40<(0,28)20
ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ  
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.Να δείξετε ότι:   i)
[image: image73.wmf]2
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      ii) 
[image: image74.wmf]2
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2. Αν x>2  τότε x3>2x2-x+2
3. Αν α,β,γ είναι θετικοί αριθμοί ,τότε να  δείξετε ότι : α3+β3+γ3(3αβγ

4. Να δείξετε ότι α2+γ2(2β(α-β+γ).

5. Αν α,β είναι ομόσημοι αριθμοί τότε να αποδείξετε ότι : 
[image: image75.wmf]αβ
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6.Αν  α+β=1  να δειχθεί ότι  α2+β2 
[image: image76.wmf]1
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7. Αν x>0 να συγκριθούν οι αριθμοί :
[image: image77.wmf]2
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8. Να αποδείξετε ότι:  
[image: image78.wmf]222
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9. Για τους θετικούς αριθμούς α,β,γ,δ, να αποδείξετε ότι :  
[image: image79.wmf]b
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10. Αν   α2+β2-2γ(α+2β)+5γ2(0 να αποδείξετε ότι: α=
[image: image80.wmf]2

b

=γ  
11. Aν 3α<β να αποδείξετε ότι :   
[image: image81.wmf]43

a+bb

a<<


 12. Αν x,y θετικοί αριθμοί να αποδειχθεί ότι:
[image: image82.wmf]22
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13. Αν α<β και γ<δ , τότε να αποδείξετε ότι : α-δ<β-γ.

14. Αν α>β>γ τότε να δείξετε ότι :  (α-β)(β-γ)(γ-α)<0

15. Αν α,β,γ είναι θετικοί αριθμοί ,τότε να  δείξετε ότι :                                                                         i)α2+1(2α                        ii) (α2+1)(β2+1)(γ2+1) ( 8αβγ  
16. Αν α,β,γ είναι θετικοί αριθμοί ,τότε να  δείξετε ότι :                                                                    
     i) (α+β)2(4αβ             ii) (α+β)(β+γ)(γ+α) (8αβγ    
17. Δίνονται οι θετικοί αριθμοί 
[image: image83.wmf]α,β

 και 
[image: image84.wmf]γ

 με 
[image: image85.wmf]α+β+γ=1

. Να αποδείξετε ότι:

α) 
[image: image86.wmf]αβ
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                    β) 
[image: image87.wmf]111
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18. Αν 0<x<1 και -2<y<2 να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών περιέχονται οι τιμές των παραστάσεων      x+y    -y  , 2x+3y,     x-y,    
[image: image88.wmf]x

y


19. Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί x,y  για τους οποίους ισχύει 2<x<y. Να γράψετε σε μια σειρά από τον μικρότερο στον μεγαλύτερο τους αριθμούς      x2,     y2,    (y+1)2,    (x-1)2.
20. Αν  ν φυσικός αριθμός να δειχθεί  
[image: image89.wmf]2

2

ν2ν3

6

ν4

++

£

+


21. Αν 
[image: image90.wmf]65
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 και 
[image: image91.wmf]227
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, να αποδειχθεί ότι 
[image: image92.wmf]A>B

.
22. Έστω ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με πλευρές x,y . Να εκφράσετε με μαθηματικές σχέσεις τις προτάσεις “ Το εμβαδό του ορθογωνίου είναι μικρότερο από 10 m2 ” και “ Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι τουλάχιστον 45 m ”
ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ  ΜΕΘΟΔΟΣ


Μετασχηματίζουμε την  ανισότητα που θέλουμε να δείξουμε σε μία ισοδύναμη  που ισχύει   


Συνήθως μεταφέρουμε τους όρους στο α΄ μέλος το οποίο αναλύουμε σε γινόμενο  ή  άθροισμα τετραγώνων.


(Ασκήσεις  1, 2)











ΣΥΝΘΕΤΙΚΗ  ΜΕΘΟΔΟΣ


Παίρνουμε  γνωστές ανισότητες  και εφαρμόζοντας κατάλληλες ιδιότητες δημιουργούμε-συνθέτουμε την αποδεικτέα.


(Ασκήσεις  3 , 4)











ΜΕΘ. ΑΥΞΟΜΕΙΩΣΗΣ ΟΡΩΝ


Ξεκινάμε από το ένα μέλος της αποδεικτέας  και με διαδοχικές αυξομειώσεις των όρων  καταλήγουμε στο άλλο μέλος.


(Ασκηση  5)





ΜΕΘΟΔΟΣ  ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΑΣ


               ΚΑΙ ΤΟΥ ΠΗΛΙΚΟΥ


� EMBED Equation.DSMT4  ���Σχηματίζουμε την διαφορά Α-Β και την συγκρίνουμε με το 0.


Αν Α-Β>0 τότε Α>Β  (Ασκηση 6)


� EMBED Equation.DSMT4  ���Σχηματίζουμε το πηλίκο  Α/Β 


και το συγκρίνουμε με το  1


Αν  Α/Β>1 τότε Α>Β(Α,Β θετικοί)


(Ασκηση  7)





ΠΡΟΣΟΧΗ   στο ΄΄χιαστί ΄΄ και την απαλοιφή πα-ρονομαστών  σε ανισότητα (Δεν γίνεται πάντα)
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