ΕΙΣΑΓΩΓΗ  ΣΤΟΝ ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟ ΚΑΙ ΤΙΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΤΗΣ ΛΟΓΙΚΗΣ (§ Ε.1)
Λεξιλόγιο


[image: image1.wmf]·

 Αρχικές  έννοιες: Προσεγγίζονται και γίνονται αντιληπτές από την εμπειρία μας και  δεν περιγράφονται.
    π.χ.  
[image: image2.wmf]a

 Σημείο, ευθεία , επίπεδο, χώρος.


[image: image3.wmf]·

 Οριζόμενες έννοιες: Διαθέτουν γνωρίσματα με τα  οποία  μπορούμε να τις περιγράψουμε. 

    π.χ.  
[image: image4.wmf]a

 Το τρίγωνο, ο κύκλος, η αλγεβρική παράσταση, το πολυώνυμο, το παραλληλόγραμμο, κ.λ.π. είναι  οριζόμενες έννοιες, δηλαδή μας γίνονται αντιληπτές μέσα από έναν ορισμό.
     Για παράδειγμα ο ορισμός του παραλληλογράμμου είναι: 

     «Παραλληλόγραμμο είναι το τετράπλευρο που έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες».


[image: image5.wmf]·

 Πρόταση: Είναι  κάθε έκφραση που χαρακτηρίζεται ως αληθής (Α) ή ψευδής (Ψ) .
    π.χ. 
[image: image6.wmf]a

 Ο αριθμός  2010 είναι φυσικός (αληθής πρόταση).
           
[image: image7.wmf]a

 Οι  διαγώνιοι του ορθογωνίου  είναι κάθετες μεταξύ τους (ψευδής πρόταση).
           
[image: image8.wmf]a

 Τρώγοντας έρχεται η όρεξη (ΔΕΝ θεωρείται πρόταση στα Μαθηματικά). 
Οι προτάσεις διακρίνονται σε απλές και σύνθετες.

       α) Απλή πρόταση: Δεν αναλύεται σε άλλες προτάσεις. (Συμβολίζεται με κάποιο γράμμα  p , q   κ.λ.π.)
       π.χ. 
[image: image9.wmf]a

 «p»:  Ο αριθμός 3 είναι πρώτος.  (Α)        «q»:  π  < 
[image: image10.wmf]2

  (Ψ)
       β) Σύνθετη πρόταση: Μπορεί να χωριστεί σε δύο ή περισσότερες απλές προτάσεις.

       π.χ.   
[image: image11.wmf]a

Οι διαγώνιοι του ρόμβου είναι κάθετες μεταξύ τους και διχοτομούν τις γωνίες του.


[image: image12.wmf]·

Αξίωμα:  Είναι μία πρόταση που δεχόμαστε σαν αληθή χωρίς απόδειξη.
    π.χ. 
[image: image13.wmf]a

 Από δύο σημεία του επιπέδου διέρχεται μόνο μία ευθεία.

           
[image: image14.wmf]a

 Για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς α, β ισχύει α+β=β+α

[image: image15.wmf]·

 Θεώρημα: Είναι μία σύνθετη πρόταση που οι αλήθειά της στηρίζεται στους κανόνες της λογικής και προκύπτει από άλλες γνωστές προτάσεις με μια διαδικασία που λέγεται απόδειξη. 
    π.χ. 
[image: image16.wmf]a

 Θεώρημα του Θαλή:  

       «Αν τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες τέμνουν δύο άλλες ευθείες, ορίζουν σε αυτές τμήματα ανάλογα» 


[image: image17.wmf]·

Πόρισμα: Λέγεται μία πρόταση που είναι άμεση και λογική συνέπεια ενός θεωρήματος.

   π.χ.  
[image: image18.wmf]a

 Από το θεώρημα :  «Το άθροισμα των τριών γωνιών κάθε  τριγώνου είναι 1800»  ,

        ένα πόρισμα που προκύπτει είναι:   «Οι οξείες γωνίες ορθογωνίου τριγώνου έχουν άθροισμα  900».

Σύνθετες προτάσεις

Η κατασκευή μιας σύνθετης πρότασης από απλές γίνεται με τη εισαγωγή διαφόρων συνδέσμων, όπως  
και,      η,     αν,      είτε,     τότε,      αν και μόνον αν,      τότε και μόνον τότε,    όχι,     δεν,  …  

Οι πιο σημαντικές από αυτές είναι:

	α) Άρνηση  ( η αντίθετη μιας πρότασης) 

Έστω μία πρόταση «p» . Άρνηση της πρότασης «p» ονομάζουμε την πρόταση «όχι p». 

Οι  προτάσεις  «p» και «όχι p» έχουν αντίθετες τιμές αληθείας. (βλ. πίνακα δίπλα)
	p
	όχι p

	
	Α
	Ψ

	
	Ψ
	Α


Παρατήρηση: Για την αντίθετη μιας πρότασης συχνά  χρησιμοποιούμε τη λέξη  δεν

Άσκηση 1:  Διατυπώστε  δύο απλές  προτάσεις  και γράψτε δίπλα σε κάθε μία την αντίθετή της

………………………………………………………………………………………………………….

………………………………………………………………………………………………………….
	β) Σύζευξη

Έστω οι προτάσεις «p» , «q» . 

Σύζευξη της πρότασης «p» με την πρόταση «q» ονομάζουμε την πρόταση  «p και q» 
Η πρόταση «p και q» αληθεύει μόνο στην περίπτωση που και οι δύο προτάσεις 
«p»  ,  «q» είναι αληθείς. (βλ. πίνακα δίπλα)
	p
	q
	p και q

	
	Α
	Α
	Α

	
	Α
	Ψ
	Ψ

	
	Ψ
	Α
	Ψ

	
	Ψ
	Ψ
	Ψ


Άσκηση 2:   Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις (συζεύξεις) είναι αληθείς ή ψευδείς
i)   Ο αριθμός 2 είναι άρτιος και ο 3 είναι περιττός   .....

ii)  Το τετράγωνο είναι παραλληλόγραμμο και το άθροισμα των γωνιών του είναι 2700  …..
iii)  -3 > -2  και  20 : 4 = 6  …..
	γ) Διάζευξη

Έστω οι προτάσεις «p» , «q» .
Διάζευξη της πρότασης «p» με την πρόταση «q» ονομάζουμε την πρόταση  «p ή q» 
Η πρόταση «p ή q» αληθεύει στην περίπτωση που μία τουλάχιστον από τις δύο προτάσεις  «p»  ,  «q» είναι αληθής.   (βλ. πίνακα δίπλα)
	p
	q
	p ή q

	
	Α
	Α
	Α

	
	Α
	Ψ
	Α

	
	Ψ
	Α
	Α

	
	Ψ
	Ψ
	Ψ


Άσκηση 3:   Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις (διαζεύξεις) είναι αληθείς ή ψευδείς

i)      Ο αριθμός 6 διαιρεί το 36 ή το 49  είναι πολλαπλάσιο του 7  ….. 
 ii)   Ο κύκλος έχει γωνίες ή είναι επίπεδο σχήμα …..
iii)  Κάθε τραπέζιο είναι παραλληλόγραμμο ή η εξίσωση 3x=6 έχει λύση x=1 …..
δ) Συνεπαγωγή

Έστω οι προτάσεις «p» , «q» .

Συνεπαγωγή με υπόθεση «p» και συμπέρασμα «q» ονομάζουμε την πρόταση «αν p τότε q» η οποία συμβολίζεται

p
[image: image19.wmf]Þ

q           
H συνεπαγωγή p
[image: image20.wmf]Þ

q διαβάζεται ακόμα και ως εξής:


[image: image21.wmf]a

 Η p συνεπάγεται την q   


[image: image22.wmf]a

 Η p είναι ικανή συνθήκη για την q          (ή αλλιώς)    
[image: image23.wmf]a

 Για να ισχύει q αρκεί να ισχύει p

[image: image24.wmf]a

 Η q είναι αναγκαία συνθήκη για την p    (ή αλλιώς)    
[image: image25.wmf]a

 Για να ισχύει p πρέπει να ισχύει q 

Ώστε μια συνεπαγωγή αποτελείται από δύο μέρη:

την 
[image: image26.wmf]()

πουεισάγεταιμετοαν

υπόθεσηp

14243

 και το  
[image: image27.wmf]()

πουεισάγεταιμετοτότε

συμπέρασμαq

1442443


Προσοχή!  Να θυμάστε ότι στην συνεπαγωγή      αν  ……(υπόθεση) …..   τότε  …(συμπέρασμα) …  :

[image: image28.wmf]a

Η υπόθεση είναι η ικανή και η αρκετή συνθήκη (για να ισχύει το συμπέρασμα)


[image: image29.wmf]a

Το συμπέρασμα είναι η αναγκαία και η πρέπουσα συνθήκη (για να ισχύει η υπόθεση)

Σημαντική παρατήρηση:  Όλα τα γνωστά μας θεωρήματα και προτάσεις είναι συνεπαγωγές.

Άσκηση 4:  Να αποδώσετε με την μορφή συνεπαγωγής το Πυθαγόρειο θεώρημα 

Απάντηση: 

Αν   το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α     τότε     α2 = β2 + γ2       

και  συμβολικά:  Σε τρίγωνο  ΑΒΓ:           
[image: image30.wmf]µ
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Άσκηση 5:  Να αποδώσετε με την μορφή συνεπαγωγής την πρόταση:

                  « Το άθροισμα δύο περιττών αριθμών είναι άρτιος»

Απάντηση: 

Αν  x  περιττός  και  y περιττός     τότε    x+y  άρτιος

και  συμβολικά:  x  περιττός   και  y περιττός  
[image: image31.wmf]Þ

  x+y  άρτιος

ε) Αντίστροφη συνεπαγωγή

Αν εναλλάξουμε την υπόθεση με το συμπέρασμα μιας συνεπαγωγής ,τότε έχουμε  την αντίστροφη συνεπαγωγή.

Δηλαδή για την συνεπαγωγή  p
[image: image32.wmf]Þ

q   η αντίστροφη συνεπαγωγή είναι     q
[image: image33.wmf]Þ

p 

Προσοχή!!!  Το αντίστροφο μιας συνεπαγωγής (θεωρήματος-πρότασης) δεν είναι γενικά αληθής πρόταση. 

π.χ.  το αντίστροφο του θεωρήματος της άσκησης 4 είναι 
       
[image: image34.wmf]a

 Αν    α2 = β2 + γ2   τότε  το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α  (εδώ  ισχύει το αντίστροφο)

ενώ  το αντίστροφο της πρότασης της άσκησης 5 είναι
        
[image: image35.wmf]a

 Αν   x+y  άρτιος   τότε  x  περιττός   και  y περιττός  (εδώ  το αντίστροφο ΔΕΝ  ισχύει)

(Διαπιστώστε το  με ένα αντιπαράδειγμα)

…………………………………………………………………………………………………………                  

στ) Ισοδυναμία
Όπως  είδαμε ένα θεώρημα και το αντίστροφό του αποδίδονται με τις συνεπαγωγές:
       p 
[image: image36.wmf]Þ

q   (λέγεται και ευθύ)    και    q 
[image: image37.wmf]Þ

p (αντίστροφο)
Στην περίπτωση  που και οι δύο  παραπάνω  συνεπαγωγές– θεωρήματα  είναι αληθείς , λέμε ότι έχουμε      

διπλή συνεπαγωγή  ή   ισοδυναμία:            
Συμβολίζουμε       p 
[image: image38.wmf]Û

 q       και διαβάζουμε:       p  ισοδυναμεί  q
H ισοδυναμία p
[image: image39.wmf]Û

q διαβάζεται ακόμα και ως εξής:


[image: image40.wmf]a

 Αν p τότε q  και αντιστρόφως

[image: image41.wmf]a

  p  αν και μόνον αν q                 (ή αλλιώς)      
[image: image42.wmf]a

 p τότε και μόνον τότε q  


[image: image43.wmf]a

  η  p  είναι  ικανή και αναγκαία συνθήκη για την  q

[image: image44.wmf]a

 για να ισχύει p πρέπει και αρκεί να ισχύει q
Άσκηση 6:  Να αποδώσετε με την μορφή ισοδυναμίας το Πυθαγόρειο θεώρημα και το αντίστροφό του

Απάντηση:      Σε τρίγωνο ΑΒΓ  :    
[image: image45.wmf]µ
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                                             ή         
[image: image46.wmf]µ
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                                             ή     Η σχέση  α2 = β2 + γ2 είναι   ικανή και αναγκαία  για να είναι το ΑΒΓ ορθογώνιο.

Σημαντική παρατήρηση:  Όλοι οι ορισμοί είναι ισοδυναμίες

π.χ. 
[image: image47.wmf]a

Τραπέζιο είναι το τετράπλευρο που έχει μόνο δύο πλευρές παράλληλες
Εδώ έχουμε δύο απλές προτάσεις 

p:  το τετράπλευρο είναι τραπέζιο

q:  το τετράπλευρο έχει δύο μόνο πλευρές παράλληλες  

οι οποίες είναι ισοδύναμες.  Δηλαδή ισχύει    p
[image: image48.wmf]Û

q  
Άσκηση 7:  Να γράψετε  τις παρακάτω συνεπαγωγές συμβολικά και να εξετάσετε για ποιες ισχύει  και η αντίστροφη.

Σε όσες δεν ισχύει το αντίστροφο να προσθέστε μια συνθήκη ώστε να γίνουν ισοδυναμίες. 

i)    Αν x=4 τότε x2=16 
ii)   Αν το γινόμενο δύο αριθμών είναι 0,  τότε ένας τουλάχιστον από αυτούς είναι 0

iii)  Aν το γινόμενο δύο αριθμών δεν  είναι 0,  τότε και οι δύο είναι διάφοροι του μηδενός   
iv)   Aν 0<x<1  τότε  x2 <1
Απάντηση
i)  x=4 
[image: image49.wmf]Þ

 x2=16  (δεν ισχύει το αντίστροφο)

    Όμως   
[image: image50.wmf]2
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 είναι μια ισοδυναμία
ii)  αβ=0  
[image: image51.wmf]Þ

 α = 0  ή β = 0  ( εδώ ισχύει και το αντίστροφο )

     Είναι  αβ=0  
[image: image52.wmf]Û

 α = 0  ή β = 0  
iii) αβ
[image: image53.wmf]¹

0  
[image: image54.wmf]Þ

 α  
[image: image55.wmf]¹

0  και β 
[image: image56.wmf]¹

 0  (εδώ ισχύει και το αντίστροφο )

     Είναι  αβ
[image: image57.wmf]¹

0   
[image: image58.wmf]Û

 α 
[image: image59.wmf]¹

 0  και β 
[image: image60.wmf]¹

 0 

iv) -1<x<0  
[image: image61.wmf]Þ

  x2 <1 (δεν ισχύει το αντίστροφο)
     Όμως   
[image: image62.wmf]2
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ζ) Η  αντίθετο-αντίστροφη  συνεπαγωγή    
Έστω η συνεπαγωγή :   p 
[image: image63.wmf]Þ

 q   Αντιστρέφοντας την συνεπαγωγή για τις αντίθετες προτάσεις  παίρνουμε την : 

                                                               όχι  q  
[image: image64.wmf]Þ

 όχι p
Αν η πρώτη  συνεπαγωγή  είναι αληθής  τότε θα είναι αληθής και η αντίθετο-αντίστροφή της . 
Άσκηση 8:   Γράψτε ένα  θεώρημα και το αντίθετο-αντίστροφό του διαπιστώνοντας ότι πράγματι ισχύει
Απάντηση

p 
[image: image65.wmf]Þ

 q   ………………………………………………………………………………………………………

όχι q 
[image: image66.wmf]Þ

 όχι p  ………………………………………………………………………………………………
ΑΣΚΗΣΗ 9: Οι διαγώνιοι  ενός ορθογωνίου είναι ίσες (γνωστή πρόταση – θεώρημα)   Ζητείται:

α) Να αναδιατυπώστε το θεώρημα  στη μορφή:  αν  (υπόθεση)  τότε (συμπέρασμα).
β) Να διατυπώστε το αντίστροφο θεώρημα  και εξετάστε αν ισχύει .
γ) Να διατυπώστε το αντίθετο-αντίστροφο θεώρημα  και εξετάστε αν ισχύει .
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