ΘΕΜΑΤΑ  -  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ   και  όχι  μόνο …
1. Α.  Αν η f είναι συνεχής στο [0,+∞) και ισχύει  f(x)
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 [0,+∞), να αποδείξετε ότι:
   α)  Η  g(x)=
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  είναι γνησίως αύξουσα στο [0,+∞)       β) f (x) > 0 για κάθε x
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   Β. Θεωρούµε µια συνεχή συνάρτηση f που ικανοποιεί την ισότητα 
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 ,  για κάθε x ≥ 0
   α)  Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι   f(x)=
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   β)  Να υπολογίσετε το εµβαδόν  του χωρίου που περικλείεται από την Cf , τον άξονα χ΄χ και τις ευθείες x=0 και x=1

   γ)  Να βρείτε την ελάχιστη και την µέγιστη τιµή της  f στο διάστηµα  [1,3]
   δ)  Να αποδείξετε ότι:  9e <
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2. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση στο 
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  και α < β. Έστω επίσης     [image: image11.wmf]f
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   α)   Να αποδείξετε ότι [image: image13.wmf]f
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   β)   Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης [image: image15.wmf]g

x

f

x

t

dt

f

t

dt

a

a

(

)

(

)

(

)

.

=

+

-

ò

ò

b

b


   γ)   Να εξετάσετε αν η g έχει ολικό ελάχιστο.         δ) Να αποδείξετε ότι f(α) = f (β).
   ε)   Αν η f είναι παραγωγίσιμη, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ (
[image: image16.wmf]¡

  τέτοιο ώστε  f ΄(ξ) = 0.

3.  Έστω f δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση με f(1) = f ΄(1) = 0 

    α)  Να αποδείξετε ότι      
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       β)  Αν f ΄΄(x) =
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, να βρείτε το Ι = 
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4. Έστω μια συνάρτηση f : 
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 με f ΄΄(x) = (x – 2)e
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, x
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. Αν η ευθεία ε: y = 2x– 1 είναι πλάγια ασύμπτωτη  της C
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 στο +
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, τότε:

    α)  Να βρείτε τον τύπο της f.             β) Να βρείτε τη σχετική θέση των C
[image: image25.wmf]f

 και ε. 
    γ)  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τη C
[image: image26.wmf]f

, την ευθεία ε και τις ευθείες x = 1, x = 2. 

5. Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
[image: image27.wmf]x
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αt+β
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ò

          α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f και την παράγωγό της. 
   β)   Να βρείτε τα α, β ώστε η f να παρουσιάζει ακρότατο στο x0=1, το 1-2ln2. 

   γ)   Για α = 1 και β = -1 να βρείτε την f  και το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται

    από τη Cf  , τον   x΄x  και τις ευθείες   x=0  και   x = 1.          

6. Δίνεται η συνάρτηση F(x) = 
[image: image28.wmf]x

t

2

1

(t1)e1

dt

t

-+

ò


   α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της F και να δείξετε ότι F(x) = 
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   β)  Να εξετάσετε την F ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα και να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημό της. 

   γ)  Να βρείτε το 
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7. Έστω μια συνάρτηση f : (0, +
[image: image31.wmf]¥

)
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  με f(x) = e - 
[image: image33.wmf]x
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    α)   Να δείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = f(x)e
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 είναι σταθερή.          β)  Να βρείτε τον τύπο της f. 

    γ)  Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και κυρτότητας της f.          δ) Να δείξετε ότι: 
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 < 
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    ε)  Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x
[image: image37.wmf]0



 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]Î

(1, 2) τέτοιο ώστε   
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8. Έστω η συνεχής συνάρτηση f : [1, 2] 
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  με f(x)
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0 για κάθε x
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[1, 2] ,   
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     και η συνάρτηση   F(x) = 
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 + 
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    α)  Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
[image: image47.wmf]Î

(1, 2) τέτοιο ώστε f(ξ) = 
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    β)  Να μελετήσετε τη συνάρτηση F ως προς τη μονοτονία. 

    γ)  Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα ακριβώς x
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 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]Î

(1, 2) τέτοιο ώστε     
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    δ) Αν το εμβαδόν Ε του χωρίου Ω που περικλείεται από τη C
[image: image53.wmf]f

, τον άξονα και τις ευθείες x = 1, x = 2 είναι 2    τετραγωνικές μονάδες, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  I = 
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9.  Μια συνάρτηση f : (–1,+∞) →
[image: image55.wmf]¡

 έχει συνεχή πρώτη παράγωγο και για κάθε x > –1 ικανοποιεί τη σχέση:    
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         α)  Να αποδείξετε ότι:   
[image: image57.wmf]x
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xf(t)dt(x1)f(x)
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  ,  για  κάθε  x> -1         β)   Να βρείτε τον τύπο της f.
         γ)  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf   , τον άξονα   χ΄χ  και τις ευθείες x= 0 , x = 1 

10.  Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f : (0,+∞) →
[image: image58.wmf]¡

  με την ιδιότητα f(x) = 
[image: image59.wmf]x
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  ,  για  κάθε  x>0

     A.  Nα  δείξετε ότι:    α)  η f είναι παραγωγίσιμη.   β) f ΄(x) = – f 2 (x) , για κάθε x > 0.     γ) f(x) =
[image: image60.wmf]1

x

, για κάθε x > 0. 
     Β.  Η εφαπτομένη της Cf στο μεταβλητό της σημείο Μ τέμνει τους άξονες στα σημεία Α και Β. Να αποδείξετε ότι: 

     α)  ΜΑ = ΜΒ.            β) Το τρίγωνο ΟΑΒ έχει σταθερό εμβαδόν, ανεξάρτητο δηλαδή από τη θέση του σημείου Μ.

11. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f : 
[image: image61.wmf]®
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για την οποία ισχύει για κάθε x
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   f(x) = e
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 - 2 + 
[image: image64.wmf]x
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      α)   Να δείξετε ότι η f παραγωγίζεται και να βρείτε τον τύπο της f. 

      β)   Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα, να βρείτε την εφαπτομένη ε της C
[image: image65.wmf]f


      στο σημείο καμπής της και να δείξετε ότι   
[image: image66.wmf]1x
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       για κάθε x > -1.                                

     γ)  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου Ω  που περικλείεται από τη C
[image: image68.wmf]f

   και τους άξονες  x΄x , y΄y. 

12.  Δίνονται οι συναρτήσεις f(t) = 
[image: image69.wmf]t
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 και F(x) = 
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      α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού των f , F και να δείξετε ότι F(x) = (x – 1)ln(x – 1) – x + 2                                  

      β)  Να μελετήσετε την F ως προς τη μονοτονία και τα κοίλα. 

      γ)  Να βρείτε το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από τη C
[image: image71.wmf]F

, τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 2, x = 3.    

      δ)  Να βρείτε το 
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 EMBED Equation.3  [image: image73.wmf]F(x)
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13. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f: 
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 για την οποία ισχύει f(x) = 
[image: image75.wmf]2
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 + 2
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     α)  Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη.           β) Να δείξετε ότι f(x) = e
[image: image77.wmf]x

 - (x + 1).                                                   γ)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f. 
δ)  Να δείξετε ότι e
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 > 2x   για κάθε x
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¡

 και να βρείτε το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της   C
[image: image80.wmf]f

, της ευθείας ε : y = x – 1  και των ευθειών x = 0 και x = 1 .

14. Έστω μια συνεχής συνάρτηση f : 
[image: image81.wmf]®
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και η συνάρτηση g(x) = 
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      Αν ισχύει g(x) 
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 0  για κάθε x
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, να δείξετε:              α)   
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     β) Υπάρχει x
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(0, 1) τέτοιο ώστε 
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 = 1.     γ)   Υπάρχει ξ
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(0, 1) τέτοιο ώστε f(ξ) = 4ξ – 1. 

15. Έστω f μια παραγωγίσιμη συνάρτηση στο διάστημα [-2, 2], για την οποία ισχύουν f(0) = 2,   

                         f(x)f ΄(x) + x = 0,      για κάθε x
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[-2, 2]     και   F(x) = 
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     α)  Να δείξετε ότι x
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 + f
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(x) = 4 για κάθε x
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[-2, 2].       β)  Να βρείτε τις ρίζες της f και το πρόσημό της. 
     γ)  Να δείξετε ότι f(x) = 
[image: image97.wmf]2
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.                                     δ)   Να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της F. 
     ε)  Να βρείτε το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από τη C
[image: image98.wmf]F

, τους άξονες x΄x , y΄y και την  ευθεία x = 1.

16. Έστω οι συνεχείς συναρτήσεις f, g : 
[image: image99.wmf]®
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ώστε  για κάθε x
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      α) Αν η ευθεία   y = x είναι πλάγια ασύμπτωτη της C
[image: image104.wmf]f

 στο +
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, να βρείτε την πλάγια ασύμπτωτη της C
[image: image106.wmf]g

 στο +
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      β) Αν η C
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 τέμνει τον άξονα x΄x στα σημεία με τετμημένες x
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, x
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 με x
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, να δείξετε ότι η C
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 τέμνει τον   άξονα x΄x σ’ ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη x
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 EMBED Equation.3  [image: image115.wmf]Î
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     γ)  Να βρείτε το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από τις  Cf , C
[image: image118.wmf]g

, τον άξονα y΄y και την ευθεία x = 2.  




17. Δίνεται η συνάρτηση f  με την f ΄΄(x) συνεχή στο 
[image: image119.wmf]¡

 ώστε      
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)

(

)

(

)

(

)

x02

22

0x0

3

t3ftdt2tftdtxtfxdt

4

¢¢¢

+×=×-××

òòò

 (1)  , για   κάθε x(
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 και f(0)=0 , f ΄(0)=
[image: image122.wmf]3
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.   
      α)  Να βρείτε τη συνάρτηση f.
      β)  Αν Ε(λ) το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την Cf , τον x΄x και τις ευθείες x=0 και x=λ>0 , να βρείτε το   ρυθμό μεταβολής του Ε(λ) αν το λ αυξάνει με ρυθμό 4 μ/sec τη χρονική στιγμή που το λ είναι ίσο με 1μ.

      γ)  Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) για την οποία ισχύει: 
[image: image123.wmf]h(x)2x3f(x)
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 (2) για κάθε x(
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.

      i)  Να δείξετε ότι η ε: y=2x+3 είναι ασύμπτωτη της Ch όταν x
[image: image125.wmf]-¥
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      ii) Aν Ε το εμβαδό που περικλείεται από την Ch , την πλάγια ασύμπτωτη της Ch όταν x
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 και τις ευθείες x= -3 και    x=0 , να δείξετε ότι Ε
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18. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 
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 τέτοια ώστε για κάθε πραγματικό αριθμό 
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 να ισχύει:   
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     α.)  Να δείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη της  f .      β)  Δείξτε ότι 
[image: image131.wmf]f(0)0
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 και 
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      γ)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της 
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και να δείξετε ότι: 
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     δ)  Με τη βοήθεια της αντικατάστασης 
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     ε)  Να δείξετε ότι 
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 , για κάθε πραγματικό αριθμό  
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   στ)  Αν Ε(Ω) είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων                 f  και f -1  να δείξετε ότι: Ε(Ω) = 
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τετραγωνικές μονάδες.

19.  Έστω f: [2005, 2006] → 
[image: image141.wmf]¡

συνεχής με f (x) ≠ 0 ∀x ∈[2005, 2006] και η συνάρτηση g(x)=
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    Αν 
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  και το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη Cf   τον  x´x και τις ευθείες
       x = 2005   και x = 2006 είναι 1 τετραγωνική μονάδα τότε:

       α)  Να δείξετε ότι υπάρχει o x0 ∈ (2005, 2006) τέτοιο ώστε   f (x0 ) =
[image: image144.wmf]0
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       β)  Να μελετήσετε τη g ως προς τη μονοτονία και να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της g.

       γ)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της g και το πλήθος των ριζών της.    δ)  Να υπολογίσετε το   I=
[image: image145.wmf]2006
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20.  α) Έστω f συνάρτηση συνεχής στο [α ,β] και m , Μ η ελάχιστη και η µέγιστη αντίστοιχα τιµή της f στο [α ,β]. 
       Να  αποδειχθεί        α)  m(β-α)
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               β) 
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      γ)  Να µελετηθεί η µονοτονία της 
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21.  Μια πετρελαιοκηλίδα σχήματος κυκλικού δίσκου έχει αρχική (Α) ακτίνα  r = 1Km και εξαπλώνεται κυκλικά με  ρυθμό αύξησης το 
[image: image151.wmf]1
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 του εμβαδού της ανά ώρα.  
       i)   Να βρεθεί σε πόσο χρόνο θα καλύψει περιοχή με ακτίνα e4  km.
       ii)  Όταν έχει καλύψει η πετρελαιοκηλίδα αυτή την έκταση τότε ρίχνεται μια χημική ουσία, η οποία συρρικνώνει την πετρελαιοκηλίδα με ρυθμό το μισό του εμβαδού της ανά ώρα. Βρείτε σε πόσο χρόνο μετά από την ρίψη της χημικής ουσίας η ακτίνα της θα είναι μικρότερη από  
[image: image152.wmf]1
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   km.  
       iii)  Δείξτε ότι ουσιαστικά η πετρελαιοκηλίδα δεν θα εξαφανιστεί ποτέ.
22.  Δίνεται η συνάρτηση f :
[image: image153.wmf]®
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, συνεχής στο 
[image: image154.wmf]¡

 για την οποία ισχύει   
[image: image155.wmf]x
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  ,  για κάθε x
[image: image156.wmf]Î


[image: image157.wmf]¡
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       α)  Να αποδείξετε ότι f 3(x)+f (x)=10x , για κάθε x
[image: image158.wmf]Î


[image: image159.wmf]¡
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       β)  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο της Μ(0,f (0)) .

       γ)  Να βρείτε το ολοκλήρωμα   I=
[image: image160.wmf]1
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dt
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     δ)  Να δείξετε ότι υπάρχει x0
[image: image161.wmf]Î

(0,1) τέτοιο ώστε f '(x0 ) = 4x0
       ε)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το πρόσημο της f .

     στ)  Να μελετηθεί η f ως προς τα κοίλα και να βρείτε, αν υπάρχει σημείο καμπής.

       ζ)  Να αποδείξετε ότι για κάθε x
[image: image162.wmf]Î

R   ισχύει 
[image: image163.wmf]x
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23.  Κινητό Κ βρίσκεται τη χρονική στιγµή t = 0 sec στην αρχή των αξόνων  και αρχίζει να κινείται στον x΄x µε  ταχύτητα u= - 2 m/s. Την κάθε   χρονική στιγµή φέρουµε εφαπτοµένη από το Κ στην  f(x)= 
[image: image164.wmf]x

 και   έστω Α(α,f(α)) το σηµείο επαφής. Να βρεθούν:

       α)   Η συνάρτηση της θέσης του κινητού Κ.                β)    Η ταχύτητα της τετµηµένης α του σηµείου Α.

       γ)   Η στιγµή t0 που η εφαπτομένη σχηματίζει θ=45ο γωνία µε τον x΄x.

       δ)   O ρυθµός µεταβολής της γωνίας θ κατά την παραπάνω στιγµή to.

       ε)   To εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την f, την  εφαπτοµένη της και τον x΄x , όταν  t= t0
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