ΘΕΜΑΤΑ - ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ     και όχι μόνο....
1.  Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
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,  x 
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 (0,π). 

   α.  Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,π). 

   β.  Αν Ε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την C
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, τον x΄x και τις x =
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, x = 
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, τότε ισχύει Ε>
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   γ.  Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε
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 του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική

     παράσταση της συνάρτησης g(x) = 
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xf(x)

, τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 
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2.  Α. Θεωρούμε συνάρτηση 
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 παραγωγίσιμη στο Δ=(0,+
[image: image12.wmf]¥

) και τέτοια ώστε να είναι 
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    α.
 Αν 
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 είναι η συνάρτηση που δίνεται από τον τύπο: 
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 με πεδίο ορισμού Δ, να αποδειχτεί ότι η 
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 είναι   μια συνάρτηση σταθερή στο Δ.

    β.
 Αν Ρ(4,1) είναι ένα σημείο της γραφικής παράστασης, έστω 
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, της 
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, να προσδιοριστεί ο τύπος της 
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 και   να μελετηθεί αυτή ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. Να καθοριστούν επίσης όσες ασύμπτωτες διαθέτει η 
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   Β.
 α. Να λυθεί η εξίσωση: 
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   β.
Δίνεται η 
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  και ο μιγαδικός 
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[image: image25.wmf]α

Î

¡

. Να αποδειχτεί ότι  
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3. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f: 
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 για την οποία ισχύει ότι: f 3 (x) + αf 2 (x) + βf(x) = x5 + 5x 3 – 20x + 4, 
   για κάθε x
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, όπου   α , β
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  και  α2 < 3β.             α) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της f. 

   β) Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε τις θέσεις των τοπικών ακροτάτων. 

   γ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα (0,1). 

4.  Α. Έστω η συνάρτηση f(x)=x2+συνx+α, α
[image: image30.wmf]Î
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     i.  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.

    ii.  Για τις διάφορες τιμές του α να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης: x2+συνx+α=0.

    Β. Έστω η συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιμη στο [α, β], δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο σ΄αυτό και είναι 
    f(α)>0, f(β)>0. Να αποδείξετε ότι:

    i. Η εξίσωση f(x)=0 έχει δύο τουλάχιστον λύσεις στο (α, β).

    ii.Υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ
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(α, β) τέτοιο ώστε να ισχύει f(ξ)+ξf ΄(ξ)=0

    iii.  Υπάρχουν ξ1, ξ2
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(α, β) με ξ1
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ξ2 τέτοια ώστε 
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5. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιμη στο (α, β) με f(α) = α και f(β) = β. 

    Να δείξετε ότι :   α.   Υπάρχει ξ
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(α, β) τέτοιο ώστε f ΄(ξ) = 1. 

    β. Υπάρχουν ξ
[image: image36.wmf]1

, ξ
[image: image37.wmf]2

 
[image: image38.wmf]Î

 (α, β) τέτοια ώστε f ΄(ξ
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    γ. Υπάρχει x
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 (α, β) τέτοιο ώστε f(x
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    δ. Αν f ΄(x) 
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 0 για κάθε x
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 (α, β), τότε υπάρχουν x
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]Î

 (α, β) τέτοια ώστε 
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6. α. Έστω η συνάρτηση g(x) = 
[image: image52.wmf]x

2x

e

. 


    i. Να μελετήσετε τη g ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
ii.  Να δείξετε ότι e
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> 2x για κάθε x 
[image: image54.wmf]Î


[image: image55.wmf]¡

. 
   β. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = e
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   i. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 


   ii. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f.    
iii.  Να λύσετε την ανίσωση f(e
[image: image58.wmf]x

) < f(x
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+ 1). 
7. Έστω μια συνάρτηση f : (1, +
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 για την οποία ισχύει  2xf(x)f ΄(x)–1 = 0 για κάθε x > 1 και f(e) = 1. 

    α.  Να δείξετε ότι η f είναι θετική και γνησίως αύξουσα. 

    β.  Να βρείτε τον τύπο της f . 

    γ.  Να δείξετε ότι η f είναι κοίλη στο (1, +
[image: image63.wmf]¥

), να βρείτε την εφαπτομένη ε της C
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 στο Α(e,1) και να δείξετε ότι : 

    2e
[image: image65.wmf]lnx



 EMBED Equation.3  [image: image66.wmf]£

 x + e για κάθε x  > 1.              
8.  α. Να δείξετε ότι ex  > x , για κάθε x
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     β. Έστω η συνάρτηση f: 
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η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ισχύει για κάθε x
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:  2e f(x) –f 2 (x) = 2x                               

     i.  Nα δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. 

     ii. Αν η Cf τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο Μ(1,0) να δείξετε ότι το Μ είναι σημείο καμπής της Cf  .
9. Θεωρούμε τη συνάρτηση f (x)=
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  , με x
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(−1,+∞), με α,β 
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, με ασύμπτωτες τις ευθείες y = 2 και x = –1.

    α. Να αποδείξετε ότι ο τύπος της f είναι: f (x) =
[image: image74.wmf]2x6
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  ,  x>-1

    β. Να βρείτε συνάρτηση G(x) τέτοια ώστε G΄(x) = f(x), για κάθε x>–1, της οποίας η CG  διέρχεται από το σημείο Μ(0, 2).

    γ. Να μελετήσετε τη μονοτονία και τα ακρότατα της συνάρτησης  h(x) =
[image: image75.wmf]G(x)
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,  x>-1
10. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 – x2 + x + 2 

     α)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

     β)   Να εξετάσετε αν υπάρχει η αντίστροφη της f και αν ναι , να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της. 

     γ)   Να λύσετε την εξίσωση f -1 (x) = x και να βρείτε τα κοινά σημεία της ευθείας y = x με την 
[image: image76.wmf]1
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     δ)   Να λύσετε την εξίσωση f-1(x) = 1 

     ε)   Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει μία ακριβώς ρίζα στο διάστημα ( -1 , 0) 

     στ) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = 0 

     ζ)   Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf , τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 0 και x = 1. 
     η) Να λύσετε την εξίσωση (λ2 - 3)3 = (λ2 – 3)2 - λ2 + 4 
     θ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι = 
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11. Έστω η συνάρτηση f(x) = 
[image: image78.wmf]x
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     α. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της C
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     β. Να βρείτε την τιμή του λ ώστε η συνάρτηση g(x) = 
[image: image80.wmf]x
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 να είναι αρχική της f. 

     γ. Βρείτε το εμβαδόν Ε(t) του χωρίου που ορίζεται από τη C
[image: image81.wmf]f

, την οριζόντια ασύμπτωτη της Cf και τις x=2, x=t, t > 2.   

     δ. Να βρείτε το όριο 
[image: image82.wmf]+¥
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12. Έστω η συνάρτηση f(x) = lnx και το σημείο Μ(α, f(α)), α > 1. 

      α. Να βρείτε την εφαπτομένη ε της C
[image: image83.wmf]f

 στο x
[image: image84.wmf]0

= α.

      β. Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε(α) του χωρίου που περικλείεται από τη C
[image: image85.wmf]f

, την ευθεία ε και τις ευθείες x = 1, x = α.  

      γ. Αν ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του σημείου Μ δίνεται από τον τύπο α΄(t) = 2α(t),  να βρείτε το ρυθμό    μεταβολής του εμβαδού Ε(α) τη χρονική στιγμή  κατά την οποία η ευθεία ε διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

     δ. Να βρείτε το όριο 
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13. Μια βιομηχανία για τις x μονάδες παραγωγής ενός προϊόντος έχει κόστος Κ(x) = eαx2  χιλιάδες ευρώ για κάθε μονάδα   παραγωγής , με  x
[image: image87.wmf]Î

 (0 , +() και α 
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      Τα έσοδα από την πώληση x μονάδων του παραγόμενου προϊόντος δίνονται από την συνάρτηση Ε(x) = x2 , x
[image: image90.wmf]Î
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      α) Να υπολογίσετε το κέρδος Ρ(x) της βιομηχανίας που προκύπτει από το κόστος παραγωγής και την πώληση των x   μονάδων του προϊόντος.

     β) Να υπολογίσετε τις μονάδες χ που πρέπει να παράγει η βιομηχανία ώστε να έχει μέγιστο κέρδος.

     γ) Να υπολογίσετε την τιμή του    α ε [ 
[image: image91.wmf]13500
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 , 1] για την οποία το μέγιστο κέρδος της βιομηχανίας γίνεται   μέγιστο και να υπολογίσετε αυτό το μέγιστο κέρδος .
14. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f(x) = 
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           α.   Να βρείτε το α
     β. Να εξετάσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

     γ. Να υπολογίσετε το εμβαδόν Ε(λ) του χωρίου που περικλείεται από τη C
[image: image93.wmf]f

, τον  άξονα x΄x και τις x = 0, x = λ, λ>1. 
     δ. Να βρείτε το 
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l®+¥

Ε(λ). 

15. Έστω μια συνάρτηση f : (0, +
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 η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με f(1) = e και f΄(1) = 0. 

      Αν για κάθε x > 0 ισχύει x
[image: image97.wmf]3

f ΄΄ (x) = e
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              α. Να δείξετε ότι f(x) = xe
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     β. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. γ. Να δείξετε ότι 
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[image: image102.wmf]1
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 για κάθε x > 0.
     δ. Να βρείτε τις ασύμπτωτες της C
[image: image103.wmf]f
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     ε. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της    g(x) = 
[image: image104.wmf]2
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 f(x) ,
     τον άξονα x΄x και τις ευθείες x = 1 και x = 2. 

16.  Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x – ln(x
[image: image105.wmf]2

 + 1) και η g : 
[image: image106.wmf]®
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 για την οποία ισχύει 

                                    g(g(x)) + e
[image: image107.wmf]g(x)

 + ln(x
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 + 1) = x,  x
[image: image109.wmf]Î
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     α.  Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία, να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημό της.   

     β.  Να δείξετε ότι η συνάρτηση g είναι 1 – 1 . 

     γ.  Να λύσετε την εξίσωση g(e
[image: image110.wmf]x

) – g(x
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 + 1) = 0. 

17. Έστω μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f : 
[image: image112.wmf]®
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 για την οποία ισχύει f(0) = 0 και e
[image: image113.wmf]f(x)

+ f(x) = x + 1  ,   x
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      α. Να εκφράσετε την f ΄(x) συναρτήσει της f(x) και να δείξετε ότι η f είναι γνησίως  αύξουσα.    

      β. Να δείξετε ότι η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και κοίλη.    γ.    Να δείξετε ότι 
[image: image115.wmf]x
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 > f(x) > xf ΄(x)  για κάθε x < 0. 

      δ. Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από τη C
[image: image116.wmf]f

, τις x = 0, x = 1 και x΄x να δείξετε ότι :   2E > f(1).
18. Δίνεται η συνάρτηση  
[image: image117.wmf]4x
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     Α. α. Να αποδείξετε ότι 
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 για κάθε 
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     β.   Να βρείτε τα όρια  
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     Β. α. Αν για κάθε πραγματικό αριθμό x ισχύει: 
[image: image123.wmf]4x32
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     β. Να αποδείξετε ότι  
[image: image126.wmf]4x32
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 , για κάθε πραγματικό αριθμό x.
19. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex + x - 1 

     α)   Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

     β)   Να εξετάσετε αν υπάρχει η αντίστροφη της f και αν ναι , να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της. 
     γ)   Να λύσετε την εξίσωση f -1 (x) = x και να βρείτε τα κοινά σημεία της ευθείας y = x με την Cf-1 
     δ)   Να λύσετε την εξίσωση f - 1(x) = 1      ε) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x) = 0 

     στ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf , τον άξονα x΄x και τις ευθείες με x = 0 και x = 1. 
     ζ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα Ι = 
[image: image127.wmf]e
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    η) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της Cf , η οποία διέρχεται από το σημείο Σ(1 ,e) 

    θ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf , την παραπάνω εφαπτομένη (ε) και τον άξονα y΄y. 
20. Σε ένα βαθμολογικό κέντρο φτάνουν 800 γραπτά θετικής κατεύθυνσης. Κάθε γραπτό διορθώνεται από δύο διαφορετικούς βαθμολογητές. Κάθε βαθμολογητής διορθώνει 4 φακέλους των 25 γραπτών την ημέρα. Για τη διόρθωση κάθε γραπτού ο βαθμολογητής αμείβεται με 2 ευρώ .Τη διόρθωση συντονίζoυν δύο σχολικοί σύμβουλοι που αμείβονται με 20 ευρώ την ημέρα. Στο τέλος της διόρθωσης όλων των γραπτών κάθε βαθμολογητής παίρνει επιπλέον ως επίδομα 40 ευρώ , ανεξάρτητα από τον αριθμό των ημερών που απασχολήθηκε. 

    α) Να δείξετε ότι το κόστος Κ(x) για τη διόρθωση όλων των γραπτών δίνεται από τη συνάρτηση Κ(χ) = 40(x +
[image: image128.wmf]16
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    όπου χ είναι ο αριθμός των διορθωτών που απασχολούνται. 

    β) Πόσοι πρέπει να είναι οι βαθμολογητές , ώστε το κόστος της διόρθωσης να είναι ελάχιστο ; 

    γ) Να βρείτε το ελάχιστο αυτό κόστος και τη συνολική διάρκεια διόρθωσης των γραπτών. 
21. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f : 
[image: image129.wmf]®
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 και η συνάρτηση g(x) = 
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      Αν η γραφική παράσταση Cf ΄ της f ΄ έχει στο +∞ πλάγια ασύμπτωτη την ευθεία με εξίσωση y = 2x + 3 , τότε
      α) Να βρείτε τα όρια Α =
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  και Β = 
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      β) Να αποδείξετε ότι η g παραγωγίζεται και να βρείτε την g΄ ως συνάρτηση της f 

      γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ(x) ∈(x , x + 1) τέτοιο ώστε g(x) = f(ξ(x)) 

      δ) Να δείξετε ότι
[image: image133.wmf]x
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   ε) Να αποδείξετε ότι 
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  στ) Να βρείτε το όριο   Γ=
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22. Α. Έστω f :
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 μία συνάρτηση παραγωγίσιμη στο x0 η οποία  εφάπτεται στον άξονα x 'x στο σημείο (x0 ,f (x 0) τότε    συμπληρώστε   τα παρακάτω  f (x0 ) = ... ,     f '(x0 ) = ...

      Β. Έστω f : 
[image: image137.wmf]®
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   μία παραγωγίσιμη συνάρτηση με f '(x) ≠ 0 και f (x) ≠ 0 για κάθε x
[image: image138.wmf]Î


[image: image139.wmf]¡

.
      α) Αν g : 
[image: image140.wmf]®
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 μία παραγωγίσιμη συνάρτηση ώστε οι γραφικές παραστάσεις των f ,g να έχουν κοινή εφαπτομένη στο σημείο (x0 ,y0 ) να αποδείξετε ότι η γραφική παράστασητης H(x) =
[image: image141.wmf]g(x)

1

f(x)

-

 εφάπτεται στον άξονα x 'x .

      β) Αν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  Φ(x)=
[image: image142.wmf]2

f(x)

e

k-

 και G(x) = ef (x) έχουν κοινή εφαπτομένη στο  σημείο  με τετμημένη  x0   να βρείτε   την τιμή του κ και το  f (x0) .

     Γ. Αν οι συναρτήσεις f ,g είναι παραγωγίσιμες στο 
[image: image143.wmf]¡

 και έχουν την ιδιότητα f (x2) = xg(x) για κάθε x
[image: image144.wmf]Î


[image: image145.wmf]¡

 να δείξετε  ότι οιγραφικές παραστάσεις αυτών έχουν στο O(0,0) κοινή εφαπτομένη.
23. Α. Δίνεται η συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο 
[image: image146.wmf]¡

 για την οποία υποθέτουμε ότι ισχύει f (0) =0 και ότι η f '

      είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞) .

     α) Να αποδείξετε ότι για κάθε x>0 υπάρχει ξ
[image: image147.wmf]Î

 (0,x) ώστε f (x)=xf '(ξ).

     β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση h(x) =
[image: image148.wmf]x

f(x)

e

x

+

, x>0  είναι συνάρτηση ΄΄1-1’’ στο (0,∞) .

     γ) Αν h(x) =ex+x5+x να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  
[image: image149.wmf]e1
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     Β. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 
[image: image150.wmf]2
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           α)  Να βρείτε τις πλάγιες ασύμπτωτες της Cf   .
     β)  Να αποδείξετε ότι f '(x) 
[image: image151.wmf]2
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για κάθε x
[image: image152.wmf]Î


[image: image153.wmf]¡

.
24. Έστω μια πραγματική συνάρτηση f  η οποία είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη στο (0,+∞) για την οποία ισχύει

      xf ′(x) − f (x) = x2ex  με x>0 και 
[image: image154.wmf]2
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     α. Να δείξετε ότι η συνάρτηση   g(x) = 
[image: image155.wmf]f(x)

x

− ex   είναι σταθερή στο (0,+∞) .
     β. Δείξτε ότι  f (x) = xex + x  , με   x>0

    γ. Δείξτε ότι η εξίσωση f (x) =2 έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα (0,1)

    δ. Να δείξτε ότι η συνάρτηση h  με   h(x) = f (x) − (x + 3ex ) έχει ένα σημείο καμπής το οποίο  και να βρεθεί .

    ε. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της h τον άξονα

    των τετμημένων και την ευθεία x=α, όπου α είναι η τετμημένη του σημείου καμπής.
25. Δίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιμη στο R και τέτοια ώστε να ισχύει f ′(x) + λf(x) = 0 για κάθε x
[image: image156.wmf]Î

¡

 και λ ≠ 0
      I)  Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση   g(x)= 
[image: image157.wmf]x

f(x)

e
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είναι σταθερή στο 
[image: image158.wmf]¡

.

     II)  Να βρεθεί η f αν είναι γνωστό ότι η εφαπτομένη της γραφικής της παράστασης στο σημείο της (0, 1) είναι παράλληλη  στην ευθεία ε : y = 2x + 1

    III)  Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τον άξονα xx΄ την γραφική  παράσταση της συνάρτησης f την εφαπτομένη της στο σημείο (0, 1) και την ευθεία x = −1.

     IV) Να βρεθεί το β ώστε η ευθεία x=β να χωρίζει το παραπάνω χωρίο Ω σε δύο ισεμβαδικά χωρία.
26. Δίνονται οι συναρτήσεις f , g οι οποίες είναι παραγωγίσιμες και ένα προς ένα (1-1) στο 
[image: image159.wmf]¡

 για τις οποίες

      ισχύουν: 1. 
[image: image160.wmf]f(f(x))
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e

e
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 για κάθε x
[image: image161.wmf]Î
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 2. f(x+y)=f(x)+f(y). 3. Η συνάρτηση g έχει δύο ετερόσημες ρίζες ρ1 <ρ2  .
      α. I) Δείξτε ότι f (x)−g(x) = x για κάθε x
[image: image162.wmf]Î

¡

.      II) Δείξτε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει  ρίζα στο διάστημα   (ρ1, ρ2)
      β. Δείξτε ότι υπάρχεί σημείο Α (ξ , f(ξ )) με   ξ 
[image: image163.wmf]Î

 (ρ1, ρ2) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f ώστε η

      εφαπτομένη στο Α να είναι παράλληλη στη διχοτόμο της πρώτης και τρίτης γωνίας των αξόνων.

     γ. Εάν η συνάρτηση g είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image164.wmf]¡

δείξτε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο 
[image: image165.wmf]¡


     δ. Δείξτε ότι εάν η συνάρτηση g είναι κυρτή στο 
[image: image166.wmf]¡

τότε η f δεν έχει σημεία καμπής.

     ε. Υπολογίστε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f και g και την ευθεία x=2.

27. Δίνεται η συνάρτηση    f (x) = xe2α−x .
      Ι)   Να μελετηθεί η συνάρτηση ως προς τη μονοτονία.

      ΙΙ)  Δείξτε ότι η συνάρτηση έχει ένα ακρότατο το οποίο είναι μέγιστο.

      ΙΙΙ) Εάν το μέγιστο της f είναι το  e  να βρεθεί το α.

      ΙV) Να βρείτε τις ασύμτωτες της f στο +∞ για την τιμή του α που βρήκατε στο ερώτημα (ΙΙΙ).

      V)  Να βρείτε το   
[image: image167.wmf]-
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28. Έστω  η  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  f: [α,β]
[image: image168.wmf]®

¡

  με  f( α) >α>0 τέτοια  ώστε  ο μιγαδικός  αριθμός z=
[image: image169.wmf]β+if(β)

α-if(α)

  να     είναι  φανταστικός. Να   δειχθεί  ότι :  

      α)  η  εξίσωση  f(x)=x  έχει  τουλάχιστον  μία λύση  στο  διάστημα  (α ,β) .      β)  υπάρχει   x0
[image: image170.wmf]Î

(α,β)  ώστε  f ΄( x0)<1   

      γ) αν  η  εξίσωση  f(x) = x  έχει  λύσεις  στο  διάστημα  (α , β)  τους  αριθμούς  x1 , x2  με x1 < x2    ,  τότε  υπάρχει    εφαπτομένη  της    Cf  που  διέρχεται  από την  αρχή  των  αξόνων .
29.  Έστω  η  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  f: [α,β]
[image: image171.wmf]®

¡

  με  0<α<β  τέτοια  ώστε   για  τους μιγαδικούς  z1  =α+if(α)  και  
       z2 =β+if(β)  να  ισχύει  
[image: image172.wmf]1
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w
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. α) Να δείξετε   ότι  
[image: image173.wmf]1212

zizziz
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      β) Να δείξετε   ότι  ισχύουν  οι  συνθήκες  του  θεωρήματος  Rolle    για  την  συνάρτηση  
[image: image174.wmf]f(x)

g(x)

x

=

  στο  [α,β].

      γ) Να δείξετε   ότι    υπάρχει  εφαπτομένη  της    Cf  που  διέρχεται  από την  αρχή  των  αξόνων .  
      δ)  Αν  ισχύει  
[image: image175.wmf]x

x

f(xt)

limdt1

(x-

α)(xt)

®a

a

+a-

=

+a-

ò

  να δείξετε   ότι   η εξίσωση  f ΄(x)=1  έχει  λύση  στο  διάστημα  (α,β) .

30. Έστω  η  παραγωγίσιμη  συνάρτηση  f: [α,β] 
[image: image176.wmf]®

¡

 με  f(α)=α  και f (β)=β  όπου  0<α<β  . Να δείξετε   ότι  

      α) Υπάρχει  εφαπτομένη  της    Cf  που   είναι  παράλληλη  στην  ευθεία  y=x   
      β) Υπάρχει  x0
[image: image177.wmf](

)

α,β

Î

   τέτοιο  ώστε   f(x0)=α+β- x0   
      γ)  Υπάρχουν  ξ1  , ξ2  
[image: image178.wmf](

)

α,β

Î

με  ξ1  < ξ2  τέτοια  ώστε  f ΄(ξ1) f ΄(ξ2) =1 
      δ)  Αν  υπάρχει   η f ΄΄ στο  [α,β]   και  είναι  συνεχής  με 
[image: image179.wmf]xf(x)dx0

b
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 , 
      τότε  η  εξίσωση  xf ΄΄(x)+ f ΄(x)=1  έχει  λύση  στο  (α,β).

31. Δίνονται  οι παραγωγίσιμες  συναρτήσεις   f ,  g    τέτοιες  ώστε  
[image: image180.wmf]x1
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     Έστω  ότι  η   εξίσωση  f(x) = 0  έχει  δύο  λύσεις   ρ1  ,  ρ2  με  ρ1  <1< ρ2  .

     α)  Να δειχτεί ότι :   1.  Η εξίσωση  g(x) = 0  έχει  τουλάχιστον  μία  λύση  στο  (ρ1  , ρ2 ) 
     2.  Υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ
[image: image181.wmf]Î

(ρ1  , ρ2 )  τέτοιο  ώστε   g ΄(ξ) = - 2
     β) Αν  η  συναρτηση   g  είναι  κυρτή  στο  
[image: image182.wmf]¡

   να δειχτεί ότι   1.  Η  συνάρτηση   f  είναι  κυρτή  στο  
[image: image183.wmf]¡


     2.  Η  f  έχει  ένα  μόνο  ελάχιστο  στο  
[image: image184.wmf]¡

  ,  το  οποίο  παρουσιάζεται  στο  σημείο  x=ξ  του ερωτήματος  α) 2.

     3.  Να  υπολογίσετε  το  εμβαδό  του  χωρίου  που  περικλείεται  από  τις   Cf    , Cg    και  τον  άξονα   χ = 0 .
32. Έστω f παραγωγίσιμη στο
[image: image185.wmf]¡

  με 
[image: image186.wmf]f(x)
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      i.   Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την f –1.

      ii.  Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία, τα κοίλα και να βρείτε το πρόσημο της f.

      iii. Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την Cf     , τον x΄x και τις ευθείες x = 1 και x = e + 1.

      iv. Να δείξετε ότι   (x – 1)f ΄(x) < f(x) <
[image: image188.wmf]x1
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  ,      x<1
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