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15  ΣΕΙΡΕΣ FOURIER
15.1  Ορισµοί

 Η σειρά Fourier που αντιστοιχεί σε µια συνάρτηση f (x) ορισµένη στο διάστηµα 
c < x < c + 2L, όπου c και L είναι σταθερές, είναι
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Συνθήκες του Dirichlet Link: Carslaw
 Αν α) η f (x) είναι ορισµένη στο διάστηµα (-L, L) εκτός ίσως από πεπερασµέ-
νο πλήθος σηµείων, β) οι f (x) και f '(x) είναι τµηµατικά συνεχείς στο διάστηµα 
c < x < c + 2L και γ) η  f (x) είναι περιοδική µε περίοδο 2L, δηλ. f (x + L) = f (x), τότε 
η σειρά Fourier συγκλίνει α) στην f (x), αν το x είναι σηµείο συνέχειας, β) στην 
!{f (x + 0) + f (x – 0)}, αν το x είναι σηµείο ασυνέχειας, και γ) στην !{f (-π + 0) + 
f (π – 0)} στα σηµεία x = ±π εφόσον τα  f (-π + 0) και  f (π – 0) υπάρχουν.

 Οι προηγούµενες συνθήκες καλούνται συνθήκες του Dirichlet. Είναι ικανές 
συνθήκες, όχι και αναγκαίες, και απαντώνται συχνά και µε διαφορετικές διατυ-
πώσεις.

Μιγαδική µορφή της σειράς Fourier
 Αν η αντίστοιχη σειρά Fourier συγκλίνει στη συνάρτηση  f (x), τότε
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Στα σηµεία ασυνέχειας η f (x) αντικαθίσταται από την !{f (x + 0) + f (x – 0)}.
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15.2  Ιδιότητες

Άρτιες και περιττές συναρτήσεις

 Αν η  f (x) είναι περιττή, δηλαδή αν f (-x) = - f (x), τότε η σειρά Fourier έχει µόνο 
ηµίτονα. Αν η f (x) είναι άρτια, δηλαδή αν f (-x) = f (x), τότε η σειρά Fourier έχει 
µόνο συνηµίτονα και (πιθανώς) σταθερό όρο.

Ταυτότητες του Parseval

 Οι συντελεστές an, bn και αn, βn των σειρών Fourier των f (x) και g(x) αντίστοιχα  
ικανοποιούν τις ταυτότητες του Parseval
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Παραγώγιση σειράς Fourier

 Ας παραστήσουµε µε u xn
n

( )∑  τη σειρά Fourier της  f(x). Αν η u xn
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un' (x) = dun(x)/dx) συγκλίνει οµοιόµορφα, τότε
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δηλαδή  επιτρέπεται η εναλλαγή της σειράς παραγώγισης και άθροισης.

Ολοκλήρωση σειράς Fourier

 Αν η u xn
n

( )∑  συγκλίνει, τότε και η u x dxn
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 Αν η u xn
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( )∑  συγκλίνει οµοιόµορφα στο διάστηµα (a, b), τότε η f (x) είναι 

συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα αυτό και
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δηλαδή  επιτρέπεται η εναλλαγή της σειράς ολοκλήρωσης και άθροισης.
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15.3  Πίνακας Σειρών Fourier

 Στα επόµενα δίνονται σε κάθε περίπτωση η συνάρτηση f (x) και η αντίστοιχη 
σειρά Fourier. Επίσης, δίνονται µε κόκκινο η γραφική παράσταση της f (x) και µε 
πράσινο η γραφική παράσταση του αθροίσµατος
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του συνόλου των όρων της σειράς µέχρι ορισµένο N σε κάθε περίπτωση (όχι του 
αθροίσµατος των άπειρων όρων).

Περιττές συναρτήσεις
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 Σχ. 15-1:  f (x) , S10  

 f (x) = x,       –π < x < π 
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 f (x) = x(π – x)(π + x),        –π < x < π 
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 f (x) = sinax,   –π < x < π,    a ≠ ακέραιος 
1

p

x0

--1

p–

2
1

2 2
2

3 3
32 2 2 2 2 2

sin sin sin sina x
a

x
a

x
a

p
p −

−
−

+
−

−( )
 Σχ. 15-7:  a = 1.5,  f (x) , S20  

 f (x) = sinhax,        –π < x < π 200
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Άρτιες συναρτήσεις
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 f (x) = |sinx|,          –π < x < π 
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 f (x) = x2,           –π < x < π 
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 Σχ. 15-11:  f (x) , S5  
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f (x) = cosax,   –π < x < π,  a ≠ ακέραιος 1
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 f (x) = ln(1 – 2acosx + a2), 1
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 f (x) = coshax,      –π < x < π 10
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 f (x) = ln|sin!x|,     –π ≤ x ≤ π,  x ≠ 0 
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 f (x) = ln(cos!x),        –π < x < π 
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Άλλες συναρτήσεις

 f (x) = x,          0 < x < 2π 
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 f (x) = e ax,         –π < x < π 
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 Σχ. 15-21:  a = 1,  f (x) , S10  

f (x) = %π2 – !πx + #x2,        0 ≤ x ≤ 2π 
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f x x x x( ) = − + −1
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