
SECTION 1

13  ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ
13.1  Ορισµοί

Μεγέθη

 Μια ποσότητα που εκφράζεται από ένα µόνο πραγµατικό αριθµό καλείται 
βαθµωτό µέγεθος.

 Μια ποσότητα που εκφράζεται από περισσότερους από έναν πραγµατικούς 
αριθµούς καλείται διάνυσµα ή διανυσµατικό µέγεθος (ακριβέστερα ένα διάνυσµα 
ακολουθεί ορισµένους κανόνες µετασχηµατισµού από ένα σύστηµα συντεταγµέ-
νων σε άλλο). 

x

y

z

i
j

k

A

A1i

A2j

A3k

Σχ. 13-1

 Ένα διάνυσµα παριστάνεται µε ένα 
βέλος. Μέτρο του διανύσµατος καλείται 
το µήκος του βέλους και φορά η κα-
τεύθυνση του βέλους. Μοναδιαίο καλεί-
ται ένα διάνυσµα που έχει µέτρο 1.

Συνιστώσες διανύσµατος  
 Σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντε-
ταγµένων τα µοναδιαία διανύσµατα 
στις κατευθύνσεις των αξόνων x, y, z 
συµβολίζονται µε i, j, k. Οι τρεις συνι-
στώσες του διανύσµατος Α είναι A1i, A2j, 
A3k και γράφουµε A = A1i + A2j + A3k.

13.2  Άθροισµα, ∆ιαφορά και Πολλαπλασιασµός µε Σταθερή

 Εάν A, B, C είναι διανύσµατα και m, n βαθµωτά µεγέθη, τότε

 A + B = B + A Αντιµεταθετικός νόµος για την πρόσθεση

 A + (B + C) = (A + B) + C Προσεταιριστικός νόµος για την πρόσθεση

 m(nA) = (mn)A = n(mA) Προσεταιριστικός νόµος
  για τον πολλαπλασιασµό επί σταθερή

 (m + n)A = mA + nA Επιµεριστικός νόµος

 m(A + B) = mA + mB Επιµεριστικός νόµος

Οι ιδιότητες αυτές είναι φανερές και στο Σχ. 13-2.
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Σχ. 13-2

13.3  Γινόµενα ∆ιανυσµάτων

Εσωτερικό ή βαθµωτό γινόµενο ·

 A·B = AΒcosθ          0 ≤ θ ≤ π

όπου θ η γωνία µεταξύ A και B.

 A·B = B·A Αντιµεταθετικός νόµος

 A· (B + C) = A·B + A·C Επιµεριστικός νόµος

 A·B = A1B1 + A2B2 + A3B3

όπου A = A1i + A2j + A3k και B = B1i + B2j + B3k.

Εξωτερικό ή διανυσµατικό γινόµενο  A B×

A B

u

Σχ. 13-3

 A × B = ABsinθ u

όπου θ η γωνία µεταξύ A και B και u µο-
ναδιαίο διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο των 
A και B, έτσι ώστε τα A, B, u να αποτελούν 
δεξιόστροφο σύστηµα.
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SECTION 3

 A × B = −B × A

 A × (B + C) = A × B + A × C

 Εµβαδό παραλληλογράµµου µε πλευρές A και B = |A × B|

Άλλα γινόµενα

 A· (B × C) = =
A A A
B B B
C C C

1 2 3

1 2 3

1 2 3

 A1B2C3 + A2B3C1 + A3B1C2 
  − A3B2C1 − A2B1C3 − A1B3C2

 A· (B × C) = όγκος παραλληλεπιπέδου µε πλευρές A, B, C

 A × (B × C) = B(A·C) − A(B·C) 

 (A × B)· (C × D) = (A·C)(B·D) − (A·D)(B·C)

 (A × B) × (C × D) = C{A· (B × D)} − D{A· (B × C)}
  = B{A· (C × D)} − A{B·(C × D)}

13.4  Παράγωγοι ∆ιανύσµατος

 Αν A(t) = A1(t)i + A2(t)j + A3(t)k, η παράγωγος του Α ως προς τη (βαθµωτή) 
µεταβλητή t είναι 

d
dt

t t t
t

dA
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dA
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∆ = + +

∆ →
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Αν Α = Α(x, y, z), οι µερικές παράγωγοι ∂
∂

∂
∂

∂
∂

A A A
x y z, ,  ορίζονται µε όµοιο τρόπο.
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 A A∑d
du = 0 ,  αν το |Α | είναι ανεξάρτητο του u.
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13.5  Κλίση, Απόκλιση, Περιστροφή

 Ο τελεστής ανάδελτα ορίζεται µε τη σχέση

∇ = ∂
∂ + ∂

∂ + ∂
∂i j kx y z

 Αν Φ είναι βαθµωτή συνάρτηση και A διανυσµατική συνάρτηση των ανε-
ξάρτητων µεταβλητών x, y, z και υπάρχουν οι µερικές παραγώγους, τότε καλούµε

Κλίση του Φ = ∇Φ
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Περιστροφή του A = curlA = ∇ × A
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 Η παράγωγος κατά κατεύθυνση (η παράγωγος του Φ στην κατεύθυνση του 
µοναδιαίου διανύσµατος a = A/|A|) ορίζεται µε τη σχέση

( ) ( )a A
A A
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Ο ίδιος τύπος ισχύει αν η Φ αντικατασταθεί µε µια διανυσµατική συνάρτηση. 
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Ο τελεστής του Laplace ∇2 ορίζεται µε
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Ο διαρµονικός τελεστής ∇4 ορίζεται µε
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 Για εκφράσεις των ∇Φ, ∇A, ∇ × A, ∇2Φ, σε άλλα συστήµατα συντεταγµένων 
βλέπε Ενότητα 14.2.

Πράξεις µε το ανάδελτα

 Αν U, V είναι βαθµωτές συναρτήσεις και A, B είναι διανυσµατικές συναρτήσεις 
των x, y, z (δηλαδή βαθµωτά και διανυσµατικά πεδία στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο 
χώρο) και υπάρχουν οι µερικές παράγωγοι, ισχύουν οι ακόλουθοι τύποι:

∇(U + V) = ∇U + ∇V  ∇(aU) = a∇U           (a σταθερή)

∇· (A + B) = ∇·A + ∇·B  ∇· (αA) = α∇·A

∇ × (A + B) = ∇ × A + ∇ × B  ∇ × (aB) = a∇ × A

∇· (UV) = V(∇U) + U(∇V)  ∇· (UA) = (∇U)·A + U(∇·A)

∇ × (UA) = (∇U) × A + U(∇ × A)

∇· (A × B) = B· (∇ × A) − A· (∇ × B)

∇ × (A × B) = (B·∇)A − B(∇·A) − (A·∇)B + A(∇·B)

∇(A·B) = (B·∇)A + (A·∇)B + B × (∇ × A) + A × (∇ × B)

(A·∇)(UΒ) = Β(Α·∇U) + U(A·∇)B

∇ × (∇U) = 0, δηλ. η περιστροφή της κλίσεως του U είναι µηδέν.

∇· (∇ × A) = 0, δηλ. η απόκλιση της περιστροφής του Α είναι µηδέν.

∇ × (∇ × A) = ∇(∇·A) − ∇2A

(A·∇)B = ![∇ × (Β × A) + ∇(A·B) + A(∇·B) − B(∇·A) − A × (∇ × B) − B × (∇ × A)]
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13.6  Ολοκληρώµατα µε ∆ιανύσµατα

Αόριστα ολοκληρώµατα

 Αν d t
dt tB A( ) ( ),=  το αόριστο ολοκλήρωµα του A(t) είναι

A B c( ) ( )t dt t∫ = +      (c σταθερό διάνυσµα)

 Το ορισµένο ολοκλήρωµα του A(t) από a έως b είναι

A B B( ) ( ) ( )t dt b a
a

b

∫ = −

Επικαµπύλια ολοκληρώµατα  
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Σχ. 13-4

 Έστω ότι C είναι µια καµπύλη από το ση-
µείο P1(a1, b1, c1) στο σηµείο P2(a2, b2, c2), 
χωρισµένη σε n τµήµατα από τα σηµεία 
(x1, y1, z1), (x2, y2, z2), …, (xn−1, yn−1, zn−1). 
Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του A στην C 
ορίζεται µε τη σχέση
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όπου ∆rm = ∆xmi + ∆ymj + ∆zmk, ∆xm = xm+1 − xm, ∆ym = ym+1 − ym, ∆zm = zm+1 − zm και 
δεχθήκαµε ότι max|∆rm | → 0 όταν n → ∞.

 Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα µπορεί να γραφεί

A r∑d A dx A dy A dz
C C∫ ∫= + +1 2 3

µε A = A1i + A2j + A3k και dr = dxi + dyj + dzk. Είναι

A r A r∑ ∑d d
P

P

P

P

1

2

2

1

∫ ∫= −

A r A r A r∑ ∑ ∑d d d
P

P

P

P

P

P

1

2

1

3

3

2

∫ ∫ ∫= +



SECTION 7

 Γενικά, το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα εξαρτάται από την καµπύλη ολοκλήρω-
σης. Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα 
ανεξάρτητο της καµπύλης ολοκλήρωσης (δηλ. να εξαρτάται µόνο από τα άκρα P1 
και P2) είναι η

∇ × A = 0

(δηλ. αρκεί και πρέπει να υπάρχει µια βαθµωτή συνάρτηση Φ τέτοια ώστε A = ∇Φ). 
Τότε το πεδίο καλείται αστρόβιλο και

A r∑d P P
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Επιφανειακά ολοκληρώµατα  
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 Έστω Ak = A(x, y, z) ένα διανυσµατικό 
πεδίο και S µια επιφάνεια διαιρεµένη σε 
n µικρά τµήµατα Sk µε εµβαδό ∆Ek, k = 1, 
2, …, n, το καθένα. Αν K είναι ένα σηµείο 
του Sk µε συντεταγµένες (xk, yk, zk) και Νk το 
κάθετο µοναδιαίο διάνυσµα στο Sk στο K, 
τότε το επιφανειακό ολοκλήρωµα του A στην 
S ορίζεται µε τη σχέση

A N A N∑ ∑dS E
S n k k k

k

n

∫ = ∆
→∞ =

∑lim
1

όπου υποθέτουµε ότι η µέγιστη απόσταση 
δύο σηµείων του Sk τείνει στο µηδέν όταν 
n → ∞. Αν S' είναι η προβολή της S στο 
επίπεδο xy (Σχ. 13-5), τότε

 
A N A N N k

∑ ∑
∑

dS dx dy
S

S
∫ ∫∫=

′

Θεωρήµατα των Gauss, Stokes και Green

 Αν S είναι µια κλειστή επιφάνεια, που 
περικλείει τον όγκο V, N το µοναδιαίο κά-
θετο προς τα έξω διάνυσµα και dS = NdS, 
τότε σύµφωνα µε το θεώρηµα του Gauss

∇ =∫ ∫∑ ∑A AdV dS
V S
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 Αν S είναι µια ανοικτή επιφάνεια µε 
σύνορο την (απλή κλειστή) καµπύλη C και 
dS = NdS (N το µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο 
στην S), τότε σύµφωνα µε το θεώρηµα του 
Stokes

 
A r A S∑ ∑d d

C S∫ ∫= ∇×( )
 

όπου στο αριστερό µέλος το επικαµπύλιο 
ολοκλήρωµα στην κλειστή καµπύλη C έχει 
ληφθεί µε την κατάληλη φορά (έτσι ώστε 
διαβάτης πάνω στην S στην πλευρά του N 
και κοντά στην C να έχει το εσωτερικό της S 
στα αριστερά του).

 Αν R είναι µια περιοχή του επιπέδου xy και περικλείεται από την καµπύλη 
C, τότε σύµφωνα µε το θεώρηµα του Green στο επίπεδο (ειδική περίπτωση του 
θεωρήµατος του Stokes)

Pdx Qdy Q
x

P
y dxdy

C R
+( ) = ∂

∂ − ∂
∂





∫ ∫

 Αν Φ και Ψ είναι βαθµωτές συναρτήσεις και A διανυσµατική συνάρτηση, τότε

[ ( ) ( )] ( )F C F C F C∇ + ∇ ∇ = ∇∫ ∫2 ∑ ∑dV d
V

S

 (πρώτη ταυτότητα του Green)

( ) ( )F C C F F C C F∇ − ∇ = ∇ − ∇∫ ∫2 2 dV d
S

∑ S

 (δεύτερη ταυτότητα του Green)

∇ × = ×∫ ∫A S AdV d
V S

F Fd d
C S

r S∫ = × ∇∫


