
SECTION 1

10  ΣΥΝΗΘΕΙΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ
10.1  Ορισµοί

 Συνήθης διαφορική εξίσωση (Σ∆Ε) καλείται µια εξίσωση της µορφής

f [y(n)(x), y(n−1)(x), . . . , y''(x), y'(x), y(x), x] = 0

όπου y'(x), y''(x), . . ., y(n−1)(x), y(n)(x) είναι οι παράγωγοι της y(x) ως προς x. Τάξη  
της διαφορικής εξίσωσης καλείται η τάξη της µέγιστης τάξης παραγώγου n που 
εµφανίζεται στην εξίσωση. Λύση της διαφορικής εξίσωσης καλείται µια συνάρτηση 
y(x), η οποία µαζί µε τις παραγώγους της ικανοποιούν τη Σ∆Ε σε κάποιο διάστηµα 
µεταβολής της x. Η x καλείται ανεξάρτητη µεταβλητή και η y εξαρτηµένη µεταβλητή.

 Γενική λύση της Σ∆Ε καλείται µια λύση της µορφής y = y(x, c1, c2, . . ., cn), που 
εξαρτάται από την x και n αυθαίρετες σταθερές c1, c2, ..., cn. Αν στις σταθερές 
δοθούν αυθαίρετες αλλά συγκεκριµένες τιµές, προκύπτει µια µερική λύση της Σ∆Ε. 
Μια λύση της Σ∆Ε που δεν προκύπτει από τη γενική λύση για κάποιες τιµές των 
σταθερών (δηλαδή είναι µια ξεχωριστή λύση) καλείται ιδιάζουσα λύση.

 Αρχικές συνθήκες καλούνται n αλγεβρικές εξισώσεις της µορφής

y(x0) = y0,   y'(x0) = y'0,   ...,   y(n−1)(x0) = y0
(n−1)

δηλαδή συνθήκες σε ένα σηµείο x = x0, από τις οποίες µπορούν να προσδιοριστούν οι 
σταθερές c1, c2, ..., cn και να προκύψει έτσι µια µερική λύση της Σ∆Ε. Εναλλακτικά, 
οι σταθερές µπορούν προσδιοριστούν από συνοριακές συνθήκες, δηλαδή συνθήκες 
στα άκρα ενός διαστήµατος µεταβολής της x.

 Ένα σύστηµα Σ∆Ε είναι ένα σύνολο Σ∆Ε που περιέχουν δύο ή περισσότερες 
εξαρτηµένες µεταβλητές y1(x), y2(x), . . . και τις παραγώγους τους ως προς x. Γενικά, 
ένα σύστηµα Σ∆Ε µπορεί να αναχθεί σε µία Σ∆Ε ανώτερης τάξης. Αντίστροφα, 
µια οποιαδήποτε Σ∆Ε µπορεί να αναχθεί σε ένα σύστηµα Σ∆Ε πρώτης τάξης 
µε αντικατάσταση των παραγώγων ανώτερης τάξης από νέες εξαρτηµένες 
µεταβλητές.

 Πρόβληµα αρχικών τιµών καλείται ένα πρόβληµα που ζητά να βρεθεί µια 
συγκεκριµένη λύση µιας δεδοµένης Σ∆Ε, η οποία λύση ικανοποιεί δεδοµένες 
συνθήκες. Όµοια, πρόβληµα συνοριακών τιµών καλείται ένα πρόβληµα που ζητά 
να βρεθεί µια συγκεκριµένη λύση µια δεδοµένης Σ∆Ε, η οποία λύση ικανοποιεί 
δεδοµένες αρχικές συνθήκες.

 Γραµµική Σ∆Ε καλείται µια Σ∆Ε, αν είναι γραµµική ως προς την εξαρτηµένη 
µεταβλητή και τις παραγώγους της. Αλλιώς καλείται µη γραµµική.
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10.2  Απλές Σ∆Ε

 Ορισµένες κατηγορίες Σ∆Ε µπορούν να λυθούν σχετικά εύκολα µε διάφορες 
µεθόδους.

Σ∆Ε χωριζόµενων µεταβλητών

 ∆Ε: f1(x)g1(y)dx + f2(x)g2(y)dy = 0

 Λύση: 
f x
f x dx g y

g y dy1

2

2

1
0( )

( )
( )
( )∫ ∫+ =

Πλήρης διαφορική εξίσωση

 ∆Ε: M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0    µε    ∂
∂ = ∂

∂
M
y

N
x

 Λύση: M x N y M x dy c∂ + − ∂
∂ ∂





=∫ ∫∫
όπου ολοκλήρωση µε ∂x σηµαίνει ότι το y θεωρείται σταθερό. Μερικές φορές 
µια Σ∆Ε M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 που δεν είναι πλήρης µπορεί να γίνει πλήρης, 
αν πολλαπλασιαστεί µε κάποια συνάρτηση µ(x), που καλείται ολοκληρωτικός 
παράγοντας.

Οµογενής εξίσωση πρώτης τάξης

 ∆Ε: 
dy
dx F y

x= 





 Λύση: ln ( )x d
F c= − +∫ y

y y
   όπου   y = y

x .

Γραµµική εξίσωση πρώτης τάξης

 ∆Ε: dy
dx p x y q x+ =( ) ( )

 Λύση: y e qe dx cR R= +− ∫    όπου   R p dx= ∫ .

Εξίσωση του Bernoulli

 ∆Ε: 
dy
dx p x y q x y nn+ = ≠( ) ( ) , 1
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 Λύση: y n e qe dxn R R1 1− −= − ∫( )    όπου   R n p dx= − ∫( )1 .

Γραµµική οµογενής εξίσωση δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές

 ∆Ε: d y
dx

a dy
dx by

2

2 0+ + =  (a, b πραγµατικές σταθερές)

 Λύση: Έστω ρ1, ρ2 οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης ρ2 + aρ + b = 0.

 Αν ρ1, ρ2 πραγµατικές και διάφορες

y c e c ex x= +1 2
1 2r r

 Αν ρ1, ρ2 πραγµατικές και ίσες

y c e c xex x= +1 2
1 1r r

 Αν ρ1, ρ2 συζυγείς µιγαδικές (έστω ρ1 = ρ2* = κ + λi)

y = eκx(c1cosλx + c2sinλx)

Γραµµική µη οµογενής εξίσωση δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές

 ∆Ε: d y
dx

a dy
dx by r x

2

2 + + = ( )  (a, b πραγµατικές σταθερές)

 Λύση: Έστω ρ1, ρ2 οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης ρ2 + aρ + b = 0.

 Αν ρ1, ρ2 πραγµατικές και διάφορες

y c e c e e e r x dx e e r x dxx x
x

x
x

x= + + − + −
− −∫1 2
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2r r
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r
r

r

r r r r
( ) ( )∫∫

 Αν ρ1, ρ2 πραγµατικές και ίσες

y c e c xe xe e r x dx e xe r x dxx x x x x x= + + −− −∫ ∫1 2
1 1 1 1 1 1r r r r r r( ) ( )

 Αν ρ1, ρ2 συζυγείς µιγαδικές (έστω ρ1 = ρ2* = κ + λi)

y e c x c x e x e r x x dx

e x

x
x

x

x

= + +

−

−∫k
k
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k

l l l
l

l

l
l

( cos sin ) sin ( )cos

cos

1 2

ee r x x dxx−∫ k l( )sin
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Εξίσωση του Euler ή του Cauchy

 ∆Ε: x d y
dx

ax dy
dx by r x2

2

2 + + = ( )

 Λύση: Με x = et η ∆Ε γίνεται d y
dx

a dy
dt by r et

2

2 1+ − + =( ) ( )  δηλ. γραµµική µη 
οµογενής δεύτερης τάξης.

Εξίσωση του Bessel

 ∆Ε: x d y
dx

x dy
dx x n y2

2

2
2 2 2 0+ + − =( )l

 Λύση: y = c1Jn(x) + c2Yn(x)

όπου Jn(λx) και Yn(x) οι συναρτήσεις Bessel πρώτου και δεύτερου είδους 
αντίστοιχα.

Μετασχηµατισµένη εξίσωση του Bessel

 ∆Ε: x d y
dx

p x dy
dx x y2

2

2
2 2 22 1 0+ + + + =( ) ( )a b

 Λύση: y x c J r x c Y r x q pp
q r

r
q r

r= ( ) + ( )





= −−
1 2

2 2
/ / ,a a b

Εξίσωση του Legendre

 ∆Ε: ( ) ( ) ( )1 2 12
2

2− − + + =x d y
dx

x dy
dx n n y r x

 Λύση: y = c1Pn(x) + c2Qn(x) 

όπου Pn(x) και Qn(x) τα πολυώνυµα Legendre και οι συναρτήσεις Legendre 
αντίστοιχα.

Γραµµική Σ∆Ε τάξης n

 Μια γραµµική Σ∆Ε τάξης n έχει τη µορφή

an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + . . . + a2(x)y'' + a1(x)y' + a0(x)y = g(x)

Αν g(x) = 0, η Σ∆Ε λέγεται οµογενής, αλλιώς µη οµογενής.

 Η βασική ιδιότητα της γραµµικής οµογενούς Σ∆Ε είναι ότι, αν y1(x) και y2(x) 
είναι λύσεις, τότε και η c1 y1(x) + c2 y2(x) είναι λύση. 
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 Μια γραµµική οµογενής Σ∆Ε τάξης n έχει n γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις y1, y2, 
..., yn. Η γενική λύση της οµογενούς Σ∆Ε είναι yh = c1y1 + c2 y2 + ... +cn yn. Η γενική 
λύση της αντίστοιχης µη οµογενούς είναι y = yh + yp, όπου yp είναι µια µερική λύση 
της µη οµογενούς.

Προσδιορισµός της µερικής λύσης

 Η µερική λύση yp(x) µπορεί να προσδιοριστεί µε τη µέθοδο των προσδιοριστέων 
συντελεστών σε ορισµένες περιπτώσεις όπου η g(x) είναι της µορφής eaxpn(x)sinbx + 
eaxqn(x)cosbx µε pn(x) και qn(x) πολυώνυµα βαθµού n. Σύµφωνα µε αυτή τη µέθοδο 
δεχόµαστε ότι µια µερική λύση είναι της µορφής eaxPn(x)sinbx + eaxQn(x)cosbx, όπου 
Pn(x) και Qn(x) είναι πολυώνυµα βαθµού n και µε αντικατάσταση στη διαφορική 
εξίσωση προσδιορίζουµε τους συντελεστές τους. Αν κάποιος όρος της µερικής 
λύσης περιέχεται ήδη στη λύση της οµογενούς, τότε η µερική λύση που δοκιµάζουµε 
πολλαπλασιάζεται επί xm, ώστε να µην έχει κοινό όρο µε τη λύση της οµογενούς.

 Μια άλλη γενικότερη µέθοδος προσδιορισµού της µερικής λύσης είναι η 
µέθοδος της µεταβολής των σταθερών. Σύµφωνα µε αυτή τη µέθοδο αντικαθιστούµε 
τις σταθερές ci (i = 1, . . ., n) της yh µε άγνωστες συναρτήσεις υi(x), δηλαδή δεχόµαστε 
ότι yh = υ1 y1 + υ2 y2 + ... + υn yn. Ακολούθως λύνουµε ως προς υ'i το σύστηµα των n 
γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων [µε γνωστές τις παραγώγους yi

( j)(x) µέχρι και 
τάξης n]

 υ'1 y1
( j) + υ'2 y2

( j) + . . . + υ'n ( j)yn = 0,     j = 0, 1, 2, . . ., n − 2

 υ'1 y1
(n) + υ'2 y2

(n) + . . . + υ'n (n)yn = g(x)/an(x)

Τέλος, ολοκληρώνουµε ως προς x τις υ'i και βρίσκουµε τις συναρτήσεις υi(x).

Γραµµική οµογενής Σ∆Ε τάξης n µε σταθερούς συντελεστές

 Μια γραµµική οµογενής Σ∆Ε τάξης n µε σταθερούς συντελεστές έχει τη µορφή

an y(n) + an−1 y(n−1) + . . . + a2 y'' + a1 y' + a0(x)y = 0

όπου a0, a1, ..., an είναι πραγµατικές σταθερές. Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

anλn + an−1λn−1 + . . . + a2λ2 + a1λ + a0  = 0

Αν οι ρίζες λ1, λ2, ..., λn είναι όλες πραγµατικές και διάφορες, η γενική λύση είναι

y c e c e c ex x
n

xn= + + +1 2
1 2l l l

Αν οι ρίζες (µερικές ή όλες) είναι συζυγείς µιγαδικές, ισχύει η ίδια έκφραση για τη 
λύση, όπου τώρα οι όροι µε εκθέτες συζυγείς µιγαδικούς µπορούν να συνδυαστούν 
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σε όρους ηµιτόνων και συνηµιτόνων. Αν µία ρίζα µ έχει πολλαπλότητα m, τότε οι 
αντίστοιχοι όροι στην προηγούµενη έκφραση της λύσης πρέπει να αντικατασταθούν 
µε τους eµx, xeµx, x 2eµx, . . . , xm−1eµx.


